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Äîêàçàíà òåîðåìà î ïîëíîòå ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèéäëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ êðàåâûõ çà-äà÷.
� 1. Ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûåîïåðàòîðû ñ îòðàæåíèÿìè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü Rn êàê åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿð-íûì ïðîèçâåäåíèåì
(x; y) = nX

i=1 xiyi; x = (x1; : : : ; xn); y = (y1; : : : ; yn) 2 Rn:
Êàæäûé íåíóëåâîé âåêòîð � 2 Rn îïðåäåëÿåò îòðàæåíèå �� îòíî-ñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè îðòîãîíàëüíîé �. Ýòî îòðàæåíèå çàäàåòñÿôîðìóëîé

��(x) = x� 2 (x; �)(�; �)�; x 2 Rn:
Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) íà Rn ïîëàãàåì

(��f)(x) := f(��(x)); x 2 Rn:
Îïåðàòîð �� íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåêòîðà�. Ïðè n = 1 îïåðàòîð îòðàæåíèÿ � = �� èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä:(�f)(x) = f(�x), x 2 R.

c
 Ñ. Ñ. Ïëàòîíîâ, 2004
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Â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå âîçíèêàþò çàäà÷è, â êî-òîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû,ïîëó÷àåìûå êîìáèíàöèåé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è îïåðàòî-ðîâ îòðàæåíèé. Íàèáîëåå èçâåñòíûìè îïåðàòîðàìè òàêîãî òèïà ÿâëÿ-þòñÿ îïåðàòîðû Äàíêëÿ (ñì. [1]�[3]) â ïðîñòðàíñòâå Rn. Ïðè n = 1îïåðàòîð Äàíêëÿ èìååò âèä
(Df)(x) = dfdx (x) + kx (f(x)� f(�x)); x 2 R;

ãäå k � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåí-íûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà Äàíêëÿ ïðèâîäèò ê íåêîòîðûì èíòåãðàëü-íûì ïðåîáðàçîâàíèÿì (íåñèììåòðè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàíêåëÿ; [3]),è ïðè ýòîì âîçíèêàåò ìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ çàäà÷ íåêëàññè÷åñêîãîãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåí-öèàëüíûå îïåðàòîðû âèäà
� = �i ddx + p(x)�; (1:1)

ãäå � � îïåðàòîð îòðàæåíèÿ, p(x)� ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíê-öèÿ íà R, i = p�1 (âñþäó â äàëüíåéøåì i = p�1 è âñå ôóíêöèèïðåäïîëàãàþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè). Îñíîâíîé öåëüþ (íå ðåàëèçî-âàííîé ïîêà äî êîíöà) ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé ïîñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà-÷è íà êîíå÷íîì îòðåçêå [�a; a]:
�i y0(x) + p(x) y(�x) = � y(x); (1.2)c1 y(�a) + c2 y(a) = 0; (1.3)

ãäå p(x) 2 C[�a; a], c1 è c2 � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, óäî-âëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ jc1j+ jc2j 6= 0.Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìûî ïîëíîòå ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé êðàåâîé çàäà÷è (1.2)�(1.3)äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà p(x) 2 C(1)[�a; a], è êðàåâàÿ çàäà÷à (1.2)�(1.3) ñà-ìîñîïðÿæåííàÿ. Óñëîâèå ñàìîñîïðÿæåííîñòè êðàåâîé çàäà÷è ýêâèâà-ëåíòíî ñëåäóþùåìó: p(�x) = p(x) è jc1j = jc2j. Âñïîìîãàòåëüíûìèðåçóëüòàòàìè ÿâëÿþòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè, åäèíñòâåííîñòè èàíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà � ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ
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óðàâíåíèÿ (1.2) è ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà �â îïåðàòîð �0 = �i ddx . Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âî ìíîãîì àíàëîãè÷-íû êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì î ðàçëîæåíèè ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöè-ÿì äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ (ñì. ðàáîòû[4]�[6]), è îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâ âîçíèêëè ïðè èçó÷åíèè òåîðèèîïåðàòîðîâ Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ.
� 2. Çàäà÷à Êîøè äëÿôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Âñþäó â äàëüíåéøåì ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðà-òîð èìååò âèä
� = �i ddx + p(x)�; (2:1)

ãäå p(x) � íåïðåðûâíàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåç-êå [�a; a], � � îïåðàòîð îòðàæåíèÿ (ò. å. (�f)(x) = f(�x)). Ðàññìîò-ðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè: íàéòè ôóíêöèþ y = y(x), óäîâëåòâî-ðÿþùóþ óðàâíåíèþ �y = �y (2:2)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) = �: (2:3)
Òåîðåìà 2.1. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë �; � 2 C ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå y = y(x) 2 C(1)[�a; a] óðàâíåíèÿ (2.2), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèþ (2.3). Äëÿ êàæäîãî x ôóíêöèÿ y(x) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé
ïàðàìåòðà �.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå (2.2) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.3) ýêâè-âàëåíòíî èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

y(x) = �+ xZ
0
(i�y(t)� p(t)y(�t)) dt: (2:4)

Óðàâíåíèå (2.4) ïîõîæå íà êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå Àáåëÿ (ñì., íàïðè-ìåð, [7]), ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-øåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü ïî ñõåìå ñîîòâåòñòâóþùèõ äîêàçàòåëüñòâ äëÿóðàâíåíèÿ Àáåëÿ.
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À) Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ.Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé: y0(x) = � è äëÿ n =
= 1; 2; : : : yn(x) = xZ

0
(i�yn�1(t) � p(t)yn�1(�t)) dt; x 2 [�a; a]: Ïóñòü

jp(x)j �M ïðè x 2 [�a; a], è ïóñòü j�j � N . Èíäóêöèåé ïî n ïðîâåðèì,÷òî
jyn(x)j � j�j (M +N)njxjnn! : (2:5)

Ïðè n = 0 íåðàâåíñòâî (2.5) âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè îíî ñïðàâåäëèâî äëÿn = k � 1, òî
jyk(x)j � ���

xZ
0
(M +N)jyk�1(t)j dt��� � (M +N)kj�j(k � 1)!

���
xZ
0
jtjk�1 dt��� =

= j�j(M +N)kjxjkk! ;
ò. å. íåðàâåíñòâî (2.5) ñïðàâåäëèâî è ïðè n = k.

Èç íåðàâåíñòâà (2.5) ñëåäóåò, ÷òî jyn(x)j � j�j (M +N)nann! ; ïîýòî-ìó ðÿä
y(x) = 1X

n=0 yn(x) (2:6)
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî � äëÿ j�j � N è ðàâíîìåðíî ïî x äëÿ jxj � a.Òàê êàê yn(x) 2 C[�a; a], òî y(x) 2 C[�a; a]. Èç ðàâíîìåðíîé ñõî-äèìîñòè ðÿäà (2.6) ñëåäóåò, ÷òî ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü,îòêóäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî y(x) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíå-íèþ (2.4) è, ñëåäîâàòåëüíî, y(x) 2 C(1)[�a; a]. Òàê êàê êàæäàÿ ôóíê-öèÿ yn(x) ÿâëÿåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì x ìíîãî÷ëåíîì îòíîñèòåëüíî� è äëÿ ëþáîãî N ðÿä (2.6) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè j�j � N , òî åãîñóììà y(x) áóäåò öåëîé ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî �.
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Á) Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ.Ïóñòü '1(x) è '2(x) � äâà ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.4),è ïóñòü '(x) = '1(x)� '2(x). Òîãäà ôóíêöèÿ '(x) óäîâëåòâîðÿåò îä-íîðîäíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
'(x) = xZ

0
(i�'(t)� p(t)'(�t)) dt: (2:7)

Ïóñòü jp(x)j �M ïðè x 2 [�a; a], è ïóñòü j�j � N . Îáîçíà÷èì
C := sup

�a�x�a j'(x)j:
Èç ðàâåíñòâà (2.7) ñëåäóåò, ÷òî j'(x)j � C(M +N)jxj. Ïîäñòàâëÿÿ ýòóîöåíêó â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.7), ïîëó÷èì íîâóþ îöåíêó

j'(x)j � C (M +N)22! jxj2:
È òàê äàëåå. Ïîñëå k-ãî øàãà èìååì îöåíêó

j'(x)j � C (M +N)kjxjkk! � C (M +N)kakk! : (2:8)
Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü â íåðàâåíñòâå (2.8) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðèk !1, òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì, ÷òî '(x) = 0. 2

� 3. Îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ
Êàê è â � 2, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåí-öèàëüíûå îïåðàòîðû âèäà

� = �i ddx + p(x)�; (3:1)
íî ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì p(x) 2 C(1)[�a; a]. Íàïîìíèì îá-ùåå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, êíèãó [9]).Ïóñòü E � ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A è B � ëèíåéíûå(íå îáÿçàòåëüíî íåïðåðûâíûå) îïåðàòîðû èç ïðîñòðàíñòâà E â E. Ëè-íåéíûé îïåðàòîð X : E 7! E íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿäëÿ ïàðû îïåðàòîðîâ A è B, åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

XA = BX:
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Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå áóäåò ïîñòðîåí îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿäëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà A è B � îïåðàòîðû âèäà (3.1) ñ ðàçëè÷íûìè ôóíê-öèÿìè p(x). Áîëåå òî÷íî: äàíû îïåðàòîðû
(�1y)(x) = �i dydx (x) + p1(x)y(�x); (3.2)
(�2y)(x) = �i dydx (x) + p2(x)y(�x); (3.3)

ãäå p1(x) è p2(x) � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèèèç êëàññà C(1)[�a; a].
Òåîðåìà 3.1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ ïàðû îïåðàòîðîâ �1 è �2, èìåþùèé âèä

(Xf)(x) = f(x) + xZ
�x K(x; t)f(t) dt; (3:4)

ãäå K(x; t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà C(1)�[�a; a]� [�a; a]�, êî-
òîðàÿ íàçûâàåòñÿ ÿäðîì îïåðàòîðà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. À) Ïóñòü X � îïåðàòîð âèäà (3.4). ×òîáû X áûëîïåðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïàðû îïåðàòîðîâ �1 è �2, äîëæíî âû-ïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå
X(�1f) = �2(Xf); f(x) 2 C(1)[�a; a]: (3:5)

Âûïèñûâàåì ÿâíûé âèä X(�1f):
X(�1f)(x) = �if 0(x) + p1(x)f(�x)� i xZ

�x K(x; t)f 0(t) dt+

+ xZ
�x K(x; t)p1(t)f(�t) dt: (3.6)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (3.6) ïî ÷àñòÿì è ñäåëàâçàìåíó ïåðåìåííûõ â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì, ïîëó÷èì, ÷òî
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X(�1f)(x) = �if 0(x) + p1(x)f(�x)� iK(x; x)f(x)+
+ iK(x;�x)f(�x) + i xZ

�x K 0t(x; t)f(t) dt+
xZ

�x K(x;�t)p1(�t)f(t) dt: (3.7)
Âûïèñûâàåì ÿâíûé âèä �2(Xf):

�2(Xf)(x) = �if 0(x)� iK(x; x)f(x)� iK(x;�x)f(�x)�
� i xZ

�x K 0x(x; t)f(t) dt+ p2(x)f(�x)� p2(x)
xZ

�x K(�x; t)f(t) dt: (3.8)
Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè â ðàâåíñòâàõ (3.7) è (3.8) è ó÷èòûâàÿ, ÷òîf(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç C(1)[�a; a], ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿK(x; t) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:8<
:

K 0t(x; t) +K 0x(x; t) = i(p1(�t)K(x;�t) + p2(x)K(�x; t))
K(x;�x) = i2(p1(x)� p2(x)): (3:9)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x = u + v, t = u � v, è ïóñòüR(u; v) := K(u + v; u � v) = K(x; t). Òîãäà R0u = K 0x + K 0t è ñèñòå-ìà (3.9) ïðèíèìàåò âèä8<
:

R0u(u; v) = i(p1(v � u)R(v; u) + p2(u+ v)R(�v;�u));
R(0; v) = i2(p1(v)� p2(v)): (3:10)

Ñèñòåìà (3.10) ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
R(u; v) = i2(p1(v)�p2(v))+i

uZ
0

�p1(v�s)R(v; s)+p2(v+s)R(�v;�s)� ds;
(3:11)ãäå òî÷êè (u; v) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

Da := f(u; v) : ju+ vj � a; ju� vj � ag:
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Òàê êàê óðàâíåíèå (3.11) ïîõîæå íà èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Àáåëÿ,òî áóäåì äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ýòîãîóðàâíåíèÿ ïî ñõåìå ñîîòâåòñòâóþùèõ äîêàçàòåëüñòâ äëÿ óðàâíåíèÿÀáåëÿ.
Á) Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ.Ïóñòü R0(u; v) = i2 (p1(v)� p2(v)), à äëÿ n � 1 ïîëàãàåì

Rn(u; v) = i uZ
0

�p1(v� s)Rn�1(v; s) + p2(v+ s)Rn�1(�v;�s)� ds; (3:12)
ãäå (u; v) 2 Da. Ïóñòü M > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî

jp1(x)j �M; jp2(x)j �M ïðè x 2 [�a; a]: (3:13)
Èíäóêöèåé ïî n ïðîâåðèì, ÷òî ïðè (u; v) 2 Da ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-ùèå íåðàâåíñòâà:

jR2n(u; v)j � 42nM2n+1jujnjvjn(n!)2 ; (3.14)
jR2n+1(u; v)j � 42n+1M2n+2jujn+1jvjnn!(n+ 1)! : (3.15)

Ïðè n = 0 íåðàâåíñòâî (3.14) ïðèíèìàåò âèä jR0(u; v)j � M; ÷òîâåðíî â ñèëó óñëîâèÿ (3.13). Èç ðàâåíñòâà (3.12) ñëåäóåò:
jR1(u; v)j �

jujZ
�juj 2M jR0(v; s)j ds � 4M2juj;

÷òî äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî (3.15) ïðè n = 0.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâà (3.14) è (3.15) ñïðàâåäëèâû ïðèn = k, òîãäà

jR2k+2(u; v)j �
jujZ

�juj M
�jR2k+1(v; s)j+ jR2k+1(�v;�s)j� ds �
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� 2M 42k+1M2k+2
k!(k + 1)!

jujZ
�juj jvj

k+1jsjk ds = 42k+2M2k+3jujk+1jvjk+1((k + 1)!)2 :

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåì: jR2k+3(u; v)j � 42k+3M2k+4jujk+2jvjk+1(k + 1)!(k + 2)! ; ÷òî
äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâà (3.14) è (3.15) ïðè n = k + 1.Èç íåðàâåíñòâ (3.14) è (3.15) ñëåäóåò, ÷òî

jR2n(u; v)j � 42nM2n+1a2n(n!)2 ; jR2n+1(u; v)j � 42n+1M2n+2a2n+1n!(n+ 1)!
ïðè (u; v) 2 Da, ïîýòîìó ðÿä

R(u; v) := 1X
n=0Rn(u; v) (3:16)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå Da. Òàê êàê âñå ôóíêöèè Rn(u; v)íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå Da, òî ôóíêöèÿ R(u; v) òîæå íåïðåðûâíàíà ìíîæåñòâå Da. Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (3.16) ñëåäóåò, ÷òîåãî ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü, îòêóäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿR(u; v) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (3.11). Èç óðàâíåíèÿ(3.11) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ R(u; v) èìååò íåïðåðûâíóþ ÷àñòíóþ ïðî-èçâîäíóþ R0u(u; v) è ýòà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà
R0u(u; v) = i�p1(v � u)R(v; u) + p2(v + u)R(�v;�u)�:

À òàê êàê ôóíêöèè p1(x) è p2(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, òîñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíàÿ ïðîèçâîäíàÿR0v(u; v). Ñëåäîâàòåëüíî,R(u; v) 2C(1)(Da).
Â) Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ïóñòü T1(u; v) è T2(u; v) � äâàðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.11), è ïóñòü T (u; v) = T1(u; v) � T2(u; v). Òîãäàôóíêöèÿ T (u; v) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíå-íèþ
T (u; v) = i uZ

0

�p1(v � s)T (v; s) + p2(v + s)T (�v;�s)� ds: (3:17)
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Ïóñòü C = max(u;v)2Da jT (u; v)j; òîãäà èç óðàâíåíèÿ (3.17) ñëåäóåò, ÷òî
jT (u; v)j � 4CM juj: Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ(3.17), ìû ïîëó÷èì íîâóþ îöåíêó

jT (u; v)j � C(4M)2jujjvj:
È òàê äàëåå. Ïîñëå 2n øàãîâ ïîëó÷èì îöåíêó

jT (u; v)j � C(4M)2njujnjvjn(n!)2 � C(4M)2nan(n!)2 : (3:18)
Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü â íåðàâåíñòâå (3.18) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðèn!1, òî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì, ÷òî T (u; v) = 0, ñëåäîâà-òåëüíî, T1(u; v) = T2(u; v). 2

Ïóñòü � �ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (3.1), p(x) 2C(1)[�a; a]. Ïî òåîðåìå 2.1 äëÿ ëþáîãî � 2 C ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿôóíêöèÿ y(x) = '(x; �) êëàññà C(1)[�a; a] ïî ïåðåìåííîé x, óäîâëåòâî-ðÿþùàÿ óñëîâèÿì:
(�y)(x) = �y(x); (3.19)y(0) = 1: (3.20)

Ñëåäñòâèå 3.1. Ôóíêöèþ '(x; �) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
'(x; �) = ei�x + xZ

�x K(x; t)ei�t dt; (3:21)
ãäå K(x; t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññóC(1)�[�a; a]� [�a; a]�.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k(x; t) � ÿäðî îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâà-íèÿ X, ïîñòðîåííîãî äëÿ îïåðàòîðîâ �1 = �i ddx è �2 = �. Åñëè

y(x) = ei�x + xZ
�x K(x; t)ei�t dt;

òî î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ y(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.19) è íà-÷àëüíîìó óñëîâèþ (3.20), ïîýòîìó y(x) = '(x; �). 2
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� 4. Ïîëíîòà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèéîïåðàòîðà � (ñàìîñîïðÿæåííûé ñëó÷àé)
Äëÿ îïåðàòîðà � = �i ddx +p(x)� îïðåäåëèì îïåðàòîð �� = �i ddx +

+ p(�x)�; ãäå ÷åðòà îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Îáû÷íûìîáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé y1(x); y2(x) 2
2 L2[�a; a]:

hy1; y2i :=
aZ

�a y1(x)y2(x) dx:
Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé y1(x); y2(x) 2 C(1)[�a; a] ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðî-âàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïðîâåðÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

h�y1; y2i = hy1; ��y2i � i�y1(a)y2(a)� y1(�a)y2(�a)�: (4:1)
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ p(x) 2

2 C(1)[�a; a] óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
p(�x) = p(x); x 2 [�a; a]; (4:2)

à ÷èñëà c1 è c2 èç êðàåâîãî óñëîâèÿ (1.3) òàêèå, ÷òî jc1j = jc2j: Áåçîãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî c1 = 1, à c2 = ��, j�j = 1.Òîãäà êðàåâîå óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä
y(�a) = �y(a); j�j = 1: (4:3)

Åñëè ôóíêöèè y1(x) è y2(x) óäîâëåòâîðÿþò êðàåâîìó óñëîâèþ (4.3), àp(x) � óñëîâèþ (4.2), òî èç ñîîòíîøåíèÿ (4.1) ñëåäóåò, ÷òî
h�y1; y2i = hy1; �y2i; (4:4)

ïîýòîìó òàêîé ñëó÷àé áóäåì íàçûâàòü ñàìîñîïðÿæåííûì.Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:� �y = �y;y(�a) = �y(a); (4:5)
ãäå ôóíêöèÿ p(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.2) è j�j = 1. Åñëè ñó-ùåñòâóåò íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ y(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòåìå (4.5),òî åñòåñòâåííî ÷èñëî � íàçâàòü ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è (4.5),
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à ôóíêöèþ y(x) � ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåí-íîìó çíà÷åíèþ �. Îáû÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåä-ëîæåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 4.1.
1) Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � çàäà÷è (4.5) äåéñòâèòåëüíûå.

2) Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè y1(x) è y2(x), ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷-
íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû, ò. å. hy1; y2i = 0.

Èç òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿy = '(x; �), x 2 [�a; a], � 2 C, òàêàÿ, ÷òî '(x; �) 2 C(1)[�a; a]ïî ïåðåìåííîé x è óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å Êîøè:� �'(x; �) = �'(x; �);'(0; �) = 1:
Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè x ôóíêöèÿ '(x; �) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåéïàðàìåòðà �.Ïóñòü !(�) = '(�a; �) � �'(a; �): Òîãäà !(�) � öåëàÿ ôóíêöèÿïåðåìåííîé �. Î÷åâèäíî, ÷òî !(�0) = 0 (ò. å. �0 ÿâëÿåòñÿ íóëåì ôóíê-öèè !(�) ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî �0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìçíà÷åíèåì çàäà÷è (4.5). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå íóëè ôóíêöèè !(�) äåé-ñòâèòåëüíûå.
Ïðåäëîæåíèå 4.2. Âñå íóëè ôóíêöèè !(�) ïðîñòûå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �0 � êðàòíûé íóëü ôóíê-öèè !(�). Òîãäà !(�0 + it) = O(t2) ïðè t ! 0. Ïóñòü � = �0 = it,y(x) = '(x; �0 + it). Òàê êàê �y = (�0 + it)y, òî

h�y; yi � hy; �yi = 2ithy; yi: (4:6)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñîîòíîøåíèÿ (4.1) ñëåäóåò:

h�y; yi � hy; �yi = i�jy(�a)j2 � jy(a)j2�:
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

jy(�a)j2 � jy(a)j2 = !(�)'(�a; �) + �'(a; �)!(�) = O(t2):
Ïîýòîìó

h�y; yi � hy; �yi = O(t2): (4:7)
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Ñîîòíîøåíèÿ (4.6) è (4.7) ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó, ñëåäîâàòåëüíî,÷èñëî �0 íå ìîæåò áûòü êðàòíûì êîðíåì. 2
Òàê êàê ÷èñëî íóëåé öåëîé ôóíêöèè íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, òî èìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (4.5) íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.Ïóñòü �1; �2; : : : � âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (4.5), à yn(x) �ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ �n.Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1. Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé y1(x); y2(x); : : : ñà-
ìîñîïðÿæåííîé êðàåâîé çàäà÷è (4.5) îáðàçóåò ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ
ñèñòåìó â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2[�a; a].Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäå-íèé.
Ëåììà 4.1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) 2 L1[�a; a] ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

lim
j�j!1 e�aj Im�j aZ

�a f(x)e
i�x dx = 0: (4:8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå äîêàçàòåëü-ñòâà êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ðèìàíà � Ëåáåãà.
À) Ïóñòü f(x) 2 C(1)[�a; a]. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:aZ

�a f(x)e
i�x dx = i�

�
� f(a)e�i�a + f(�a)ei�a + aZ

�a f
0(x)ei�x dx�: (4:9)

Òàê êàê jei�xj � eaj Im�j ïðè x 2 [�a; a], òî èç ðàâåíñòâà (4.9) âûòåêàåò:����
aZ

�a f(x)e
i�x dx���� � 1

j�jeaj Im�j�jf(a)j+ jf(�a)j+ aZ
�a jf

0(x)j dx�;
îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (4.8).

Á) Ïóñòü f(x) 2 L1[�a; a]. Òàê êàê ìíîæåñòâî C(1)[�a; a] âñþäóïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå L1[�a; a], òî äëÿ ëþáîãî " > o íàéäåòñÿ ôóíê-öèÿ g(x) 2 C(1)[�a; a], òàêàÿ, ÷òîaZ
�a jf(x)� g(x)j dx < ":
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Òîãäà èç ïóíêòà À) ñëåäóåò, ÷òîaZ
�a g(x)e

i�x dx = e�aj Im�j'(�);
ãäå ôóíêöèÿ '(�)! 0 ïðè j�j ! 1. Äàëåå

����
aZ

�a f(x)e
i�x dx���� �

����
aZ

�a (f(x)� g(x))ei�x dx����+

+����
aZ

�a g(x)e
i�x dx���� � eaj Im�j("+ j'(�)j): (4.10)

Òàê êàê ÷èñëî " ñêîëü óãîäíî ìàëî, à j'(�)j ! 0, òî èç íåðàâåíñò-âà (4.10) âûòåêàåò ðàâåíñòâî (4.8) 2
Ëåììà 4.2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) 2 L1[�a; a] ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

lim
j�j!1 e�aj Im�j aZ

�a f(x)'(x; �) dx = 0: (4:11)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 3.1 ôóíêöèþ '(x; �) ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â âèäå

'(x; �) = ei�x + xZ
�x K(x; t)ei�t dt; (4:12)

ãäåK(x; t)� íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó C(1)�[�a; a]�
�[�a; a]�.Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (4.12) ìû ìîæåì íàïèñàòü, ÷òîaZ

�a f(x)'(x; �) dx = I1(�) + I2(�);
ãäå

I1(�) =
aZ

�a f(x)e
i�x dx; I2(�) =

aZ
�a
� xZ
�x f(x)K(x; t)ei�t dt� dx:
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Èç ëåììû 4.1 ñëåäóåò:
e�aj Im�jI1(�)! 0 (4:13)

ïðè j�j ! 1. Â ôîðìóëå äëÿ I2(�), èçìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ,ïîëó÷èì
I2(�) =

aZ
�a
� Z
jxj�jtj f(x)K(x; t)ei�t dt� dx:

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ
F (t) = Z

jxj�jtj f(x)K(x; t)ei�t dt
ïðèíàäëåæèò êëàññó L1[�a; a], ïîýòîìó èç ëåììû 4.1 ñëåäóåò:

e�aj Im�jI2(�)! 0 (4:14)
ïðè j�j ! 1. Îêîí÷àòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèé (4.13) è (4.14) âûòåêàåòðàâåíñòâî (4.11). 2

Ïóñòü S(r) = f� 2 C : j�j = rg � îêðóæíîñòü ðàäèóñîì r ñ öåíòðîìâ òî÷êå 0. Â äàëüíåéøèõ âûêëàäêàõ C;C1; C2; : : : � ïîëîæèòåëüíûåïîñòîÿííûå, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé �.
Ëåììà 4.3. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 è òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü îêðóæíîñòåé S(rn), ñ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùèìè ðàäèóñà-
ìè rn, íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî j!(�)j > Ceaj Im�j:
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ

!(�) = '(�a; �)� �'(a; �); j�j = 1:
Èç ôîðìóëû (4.12) âûòåêàåò, ÷òî

!(�) = �e�i�a � �ei�a�� aZ
�a
�K(�a; t) + �K(a; t)�ei�t dt: (4:15)

Ïóñòü F (a; t) = K(�a; t) + �K(a; t):
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Òîãäà ðàâåíñòâî (4.15) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
!(�) = !1(�) + !2(�); (4:16)

ãäå
!1(�) = e�i�a � �ei�a; (4.17)

!2(�) = �
aZ

�a F (a; t)ei�t dt: (4.18)
Ïóñòü � = ei�, � 2 [0; 2�]. Âñå íóëè ôóíêöèè !1(�) çàäàþòñÿ ôîð-ìóëîé

�n = � �2a � �na ; n 2 Z:
Ïóñòü B�(w) = f� : j��wj < �g � îòêðûòûé êðóã ðàäèóñîì � ñ öåíò-ðîì â òî÷êå w. ×åðåç K� îáîçíà÷èì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

K� := C n �[n2ZB�(�n)�;
ãäå � � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, çàêëþ÷åííîå â ïðåäåëàõ0 < � < �2a (òîãäà çàìûêàíèÿ êðóãîâ B�(�n) íå ïåðåñåêàþòñÿ).Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C1 > 0, ÷òî íà ìíîæå-ñòâå K� âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

j!1(�)j > C1eaj Im�j: (4:19)
Ïóñòü K+� = K� \ fIm� � 0g; K�� = K� \ fIm� � 0g:
Ïðè Im� � 0 ôóíêöèþ !1(�) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

!1(�) = e�i�ah(�); ãäå h(�) = 1� �e2i�a:
Òîãäà ��e�i�a�� = ea Im� = eaj Im�j: Ôóíêöèÿ h(�) ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðè-îäîì �a . Î÷åâèäíî, ÷òî h(�) ! 1 ïðè Im� ! +1 è h(�) 6= 0 íà ìíî-
æåñòâå K+� . Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè 1h(�) íàìíîæåñòâå K+� \

n� : 0 � Re� � �a
o
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ñëåäóåò, ÷òî jh(�)j � C2 íà ýòîì ìíîæåñòâå, à èç ïåðèîäè÷íîñòè âû-òåêàåò, ÷òî jh(�)j � C2 äëÿ âñåõ � 2 K+� . Ïîýòîìó
j!1(�)j > C2eaj Im�j ïðè � 2 K+� : (4:20)

Ïðè Im� � 0 ôóíêöèþ !2(�) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
!1(�) = ei�aeh(�); ãäå eh(�) = e�2i�a � �:

Òîãäà ��ei�a�� = e�a Im� = eaj Im�j: Ôóíêöèÿ eh(�) ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðè-îäîì �a è eh(�)! �� ïðè Im�! �1. Èç ýòîãî, ðàññóæäàÿ, êàê âûøå,
ïîëó÷àåì, ÷òî jeh(�)j � C3 äëÿ � 2 K�� è

j!1(�)j > C3eaj Im�j ïðè � 2 K�� : (4:21)
Èç íåðàâåíñòâ (4.20) è (4.21) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (4.19).Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì â ôîðìóëå (4.18), ïîëó÷èì:

!2(�) = i��F (a; a)� F (a;�a)�� i�
aZ

�a F
0t (a; t)ei�t dt: (4:22)

Òàê êàê ôóíêöèÿ F 0t (a; t) íåïðåðûâíà ïî t, òî èç ëåììû 4.1 è ðàâåíñòâà(4.22) ñëåäóåò:
j!2(�)j � C4

j�j + C5"(�)eaj Im�j; (4:23)
ãäå "(�)! 0 ïðè j�j ! 1.Èç ôîðìóëû (4.16) è îöåíîê (4.20) è (4.23) âûòåêàåò, ÷òî

j!(�)j > Ceaj Im�j (4:24)
ïðè � 2 K� äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé j�j. Â êà÷åñòâå îêðóæ-íîñòåé S(rn) ìîæíî âçÿòü ëþáûå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå 0,ðàäèóñû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è êîòîðûå öåëèêîì ñî-äåðæàòñÿ âî ìíîæåñòâå K�. 2
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.Îðòîãîíàëüíîñòü ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé fyn(x)g âûòåêàåòèç ïðåäëîæåíèÿ 4.1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû ñèñòåìû ôóíêöèé
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fyn(x)g äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè f(x) 2 L2[�a; a] è hf; yni = 0äëÿ âñåõ n, òî f(x) = 0 ïî÷òè âñþäó.Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
F (�) := aZ

�a f(x)'(x; �) dx:
Ôóíêöèÿ F (�) ÿâëÿåòñÿ öåëîé, è F (�n) = hf; yni = 0; ò. å. òî÷êè �nÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ôóíêöèè F (�). Òàê êàê òî÷êè �n � ýòî íóëè ôóíê-
öèè !(�) è âñå ýòè íóëè ïðîñòûå, òî ôóíêöèÿ F (�)!(�) òîæå ÿâëÿåòñÿ
öåëîé. Ïîêàæåì, ÷òî îíà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ïî ëåììå 4.3íà îêðóæíîñòè S(rn) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî����F (�)!(�)

���� � C5e�aj Im�jjF (�)j:
Èç ëåììû 4.2 è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñëåäóåò:

max
j�j�rn

����F (�)!(�)
���� � C5e�aj Im�jjF (�)j ! 0

ïðè n!1. Ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî öåëàÿ ôóíê-
öèÿ F (�)!(�) òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (4.12), ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ F (�) â âèäå
F (�) = aZ

�a f(x)
�ei�x + xZ

�x K(x; t)ei�t dt� dx =

= aZ
�a f(x)e

i�x dx+ aZ
�a
� Z
jtj�jxj f(x)K(x; t) dx�ei�t dt =

= aZ
�a g(x)e

i�x dx;
ãäå

g(x) = f(x) + Z
jxj�jtj f(t)K(t; x) dt:
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Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó L1[�a; a]. Òàê êàêF (�) � 0, òî aZ
�a g(x)e

i�x dx = 0: (4:25)
Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå g(x) = 0 ïî÷òè âñþ-äó íà îòðåçêå [�a; a].Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî:

f(x) + Z
jxj�jtj f(t)K(x; t) dt = 0: (4:26)

Ðàâåíñòâî (4.26) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Àáåëÿ.Èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Àáåëÿ ñëåäó-åò, ÷òî f(x) = 0 ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå [�a; a], ÷òî è òðåáîâàëîñüäîêàçàòü.
R�esum�e

We prove the completness of the eigenfunctions of some boundary function-di�erental problems.
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