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СВОЙСТВО ВЫПУКЛОСТИ ВЗАИМНЫХ
МУЛЬТИФРАКТАЛЬНЫХ РАЗМЕРНОСТЕЙ

В работе установлено свойство выпуклости взаимной муль-
тифрактальной упаковочной размерности подмножества пере-
сечения носителей вероятностых борелевских мер µ и ν. Также
показано, что взаимная мультифрактальная хаусдорфова раз-
мерность подмножества множества supp µ∩supp ν является сла-
бо выпуклой.

Пусть X – произвольное метрическое пространство с заданной на
нем метрикой d. Обозначим через P(X) cемейство борелевских веро-
ятностных мер, определенных на σ-алгебре всех борелевских подмно-
жеств пространства X. Носителем suppµ меры µ называется мно-
жество всех точек, окрестности которых имеют положительную меру.
Через Br(x) обозначим открытый шар с центром в точке x и ради-
усом r. Для q ∈ R определим функцию ϕ : [0;∞) → R̄+ = [0,∞]
следующим образом:

ϕq(x) =


∞, x = 0,
xq, x > 0, для q < 0;

1, для q = 0;
0, x = 0,
xq, x > 0, для q > 0.

Для µ, ν ∈ P(X), E ⊆ X, q, t, s ∈ R рассмотрим

Hq,t,s
µ,ν,δ(E) = inf

{∑
i

ϕq(µ(Bri
(xi))) · ϕt(ν(Bri

(xi))) · (2ri)s

}
, E 6= ∅,
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где точная нижняя грань берется по всем конечным или счетным по-
крытиям множества E шарами с центрами из E и диаметрами, не
превосходящими заданного числа δ,

Hq,t,s
µ,ν,δ(∅) = 0,

Hq,t,s
µ,ν,0(E) = sup

δ>0
Hq,t,s

µ,ν,δ(E),

Hq,t,s
µ,ν (E) = sup

F⊆E
Hq,t,s

µ,ν,0(F ).

Функция Hq,t,s
µ,ν (E) обладает всеми свойствами σ-субаддитивной внеш-

ней меры [6], и назовем такую меру взаимной хаусдорфовой мерой.
Пусть F – семейство подмножеств множества X, содержащее пу-

стое множество. Предположим, что существуют две функции η, ψ :
F → R+, которые удовлетворяют условиям:

A1. η(∅) = 0 и ψ(∅) = 0; η(U) > 0 и ψ(U) > 0 для всех непустых
U ∈ F ;

A2. Для всякого δ > 0 найдется такое ε > 0, что η(U) ≤ δ для всех
U ∈ F таких, что ψ(U) ≤ ε;

A3. Для всякого ε > 0 найдется конечное или счетное подсемейство
G ⊂ F , покрывающее X, и такое, что

ψ(G) = sup{ψ(U) : U ∈ G} ≤ ε.

Пусть ξ : F → R+ – функция множества. Говорят, что семейство
подмножеств F и функции множеств ξ, η, ψ, удовлетворяющие усло-
виям A1, A2 и A3, задают на множестве X структуру Каратеодори
(или C-структуру τ) и пишут τ = (A, ξ, η, ψ) [1].

Внешняя мера, отвечающая семейству F и функциям множества
ξ, η, ψ, называется внешней мерой Каратеодори [1].

Пусть A – семейство конечных или счетных центрированных
δ-покрытий множества E, а функции

ξ = ϕq(µ(Bri
(xi))) · ϕt(ν(Bri

(xi))), η = ψ = diam(Bri
(xi)).

Легко проверить, что семейство A и функции ξ, η, ψ удовлетворя-
ют условиям A1, A2, A3 и задают структуру Каратеодори (A, ξ, η, ψ),
а функция Hq,t,s

µ,ν (E) является мерой Каратеодори. Поэтому по пред-
ложению 1.2 [1] существует критическое значение dimq,t

µ,ν(E):

Hq,t,s
µ,ν (E) =

{
∞, для s < dimq,t

µ,ν(E),
0, для s > dimq,t

µ,ν(E).
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Назовем dimq,t
µ,ν взаимной мультифрактальной хаусдорфовой раз-

мерностью множества E.
Напомним, что счетное семейство {Bri

(xi)}i дизъюнктных замк-
нутых шаров с центрами xi из E и диаметрами, не превосходящими
заданного числа δ для любого i, называется центрированной δ-упа-
ковкой множества E.

Для непустого множества E ⊆ X, q, t ∈ R, {Bri
(xi)}i — центриро-

ванной δ-упаковки множества E определим функции

Pq,t,s
µ,ν,δ(E) = sup

{∑
i

ϕq(µ(Bri(xi))) · ϕt(ν(Bri(xi))) · (2ri)s

}
,

где точная верхняя грань берется по всем конечным или счетным упа-
ковкам множества E шарами с диаметрами, не превосходящими δ,

Pq,t,s
µ,ν,δ(∅) = 0,

Pq,t,s
µ,ν,0(E) = inf

δ>0
Pq,t,s

µ,ν,δ(E),

Pq,t,s
µ,ν (E) = inf

E⊆
⋃
i

Ei

∑
i

Pq,t,s
µ,ν,0(Ei).

Для функции Pq,t,s
µ,ν (E) также выполнены условия σ-субаддитивной

внешней меры [6], и назовем такую меру взаимной упаковочной мерой
множества E, а Pq,t,s

µ,ν,0(E) – взаимной предупаковочной мерой.
Из определений взаимной упаковочной и предупаковочной мер сле-

дует, что существуют такие критические значения Dimq,t
µ,ν(E) и

∆q,t
µ,ν(E), что

Pq,t,s
µ,ν (E) =

{
∞, для s < Dimq,t

µ,ν(E),
0, для s > Dimq,t

µ,ν(E),

Pq,t,s
µ,ν,0(E) =

{
∞, для s < ∆q,t

µ,ν(E),
0, для s > ∆q,t

µ,ν(E).

Конечная борелевская мера µ называется диаметрально регуляр-
ной [6], если существуют такие константы γ0 > 1 и C0 > 0, что для
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всех точек x и всех r > 0 верно неравенство

µ(Bγ0r(x)) ≤ C0µ(Br(x)).

Если γ0 = 2, то говорят, что мера µ удовлетворяет свойству удвоения,
и называют такую меру удваивающей [2]. Известно, что если µ являет-
ся вероятностной борелевской и диаметрально регулярной мерой для
любого x, принадлежащего носителю меры, и некоторого γ0 > 1, то
эта мера является и диаметрально регулярной для всех γ > 1 [7, 5, 2].

Из определений взаимных упаковочной и предупаковочной мер
вытекает, что для непустого множества E справедливо

Pq,t,s
µ,ν (E) ≤ Pq,t,s

µ,ν,0(E).

Если меры µ, ν являются диаметрально регулярными, то из леммы
Витали о покрытиях [6] следует неравенство Hq,t,s

µ,ν (E) ≤ Pq,t,s
µ,ν (E).

Для множества E ⊆ suppµ ∩ supp ν из определений взаимной хау-
сдорфовой и взаимной упаковочной мер вытекает

Hq,t,s
µ,ν (E) ≥ Hp,t,s

µ,ν (E), Pq,t,s
µ,ν ≥ Pq,r,s

µ,ν (E), если q ≤ p,

Hq,t,s
µ,ν (E) ≥ Hq,r,s

µ,ν (E), Pq,t,s
µ,ν ≥ Pp,t,s

µ,ν (E), если t ≤ r.

Поэтому функции dimq,t
µ,ν(E) и Dimq,t

µ,ν(E) являются невозрастающими
по переменным q и t.

При доказательстве следующих утверждений используется техни-
ка доказательств Л. Олсена [7, 8], K. Фальконера [6], Я. Б. Песина
[1].

Лемма. Для произвольного множества E ⊆ X, вещественных чисел
q1, q2, t1, t2, a, b, s1, s2, 0 ≤ s1, s2 ≤ 1 и s1 + s2 = 1 cправедливо неравен-
ство

Ps1q1+s2q2,s1t1+s2t2,s1a+s2b+ε
µ,ν,0 (E) ≤

(
Pq1,t1,a

µ,ν,0 (E)
)s1 ·

(
Pq2,t2,b

µ,ν,0 (E)
)s2

.

Доказательство. Пусть для δ > 0 семейство {Bri(xi)}i является
центрированной δ-упаковкой множества E. Рассмотрим сумму∑

i

ϕs1q1+s2q2(µBri(xi))ϕs1t1+s2t2(νBri(xi))(2r)s1a+s2b+ε ≤

≤

(∑
i

ϕq1(µBri
(xi))ϕt1(νBri

(xi))(2r)
a+ ε

2s1

)s1

×
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×

(∑
i

ϕq2(µBri
(xi))ϕt2(νBri

(xi))(2r)
b+ ε

2s2

)s2

≤

≤
(
P

q1,t1,a+ ε
2s1

µ,ν,δ (E)
)s1

·
(
P

q2,t2,b+ ε
2s2

µ,ν,δ (E)
)s2

.

Тогда для произвольного δ > 0 получим

Ps1q1+s2q2,s1t1+s2t2,s1a+s2b+ε
µ,ν,0 (E) ≤ Ps1q1+s2q2,s1t1+s2t2,s1a+s2b+ε

µ,ν,δ (E) ≤

≤
(
P

q1,t1,a+ ε
2s1

µ,ν,δ (E)
)s1

·
(
P

q2,t2,b+ ε
2s2

µ,ν,δ (E)
)s2

.

Следовательно,

Ps1q1+s2q2,s1t1+s2t2,s1a+s2b+ε
µ,ν,0 (E)≤

(
P

q1,t1,a+ ε
2s1

µ,ν,0 (E)
)s1

·
(
P

q2,t2,b+ ε
2s2

µ,ν,0 (E)
)s2

,

откуда и получим доказываемое неравенство.

Теорема 1. Функция Dimq,t
µ,ν(E) является выпуклой на множестве

E ⊆ suppµ ∩ supp ν.

Доказательство. Действительно, в силу неравенства Йенсена до-
статочно показать, что для q1, q2, t1, t2 ∈ R, s1, s2 ∈ [0, 1] и s1 + s2 = 1
справедливо неравенство

Dims1q1+s2q2,s1t1+s2t2
µ,ν (E) ≤ s1 Dimq1,t1

µ,ν (E) + s2 Dimq2,t2
µ,ν (E).

Положим a = Dimq1,t1
µ,ν (E), b = Dimq2,t2

µ,ν (E). Поскольку для произволь-
ных положительных чисел ε′ и ε′′

Pq1,t1,a+ε′

µ,ν (suppµ ∩ supp ν) = 0, Pq1,t1,b+ε′′

µ,ν (suppµ ∩ supp ν) = 0,

то можно найти такие конечные или счетные покрытия {Ai}i и {Bi}i

множества E, для каждого элемента которых выполнено∑
i

P
q1,t1,a+ ε

2s1
µ,ν,0 (Ai) ≤ 1, где

ε

2s1
= ε′,

∑
i

P
q2,t2,b+ ε

2s2
µ,ν,0 (Bi) ≤ 1, где

ε

2s2
= ε′′.

Зафиксируем натуральное число n и пусть множество

En =
n⋃

i,j=1

(Ai ∩Bj)
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для любого натурального n. Тогда, используя свойства взаимной упа-
ковочной меры, получим

Ps1q1+s2q2,s1t1+s2t2,s1a+s2b+ε
µ,ν (En) =

= Ps1q1+s2q2,s1t1+s2t2,s1a+s2b+ε
µ,ν

 n⋃
i,j=1

(Ai ∩Bj)

 ≤

≤
n∑

i,j=1

Ps1q1+s2q2,s1t1+s2t2,s1a+s2b+ε
µ,ν (Ai ∩Bj) ≤

≤
n∑

i,j=1

Ps1q1+s2q2,s1t1+s2t2,s1a+s2b+ε
µ,ν,0 (Ai ∩Bj) = K.

Применяя лемму и свойства предупаковочной меры, продолжим оцен-
ку упаковочной меры множества En

K ≤
n∑

i,j=1

(
P

q1,t1,a+ ε
2s1

µ,ν,0 (Ai ∩Bj)
)s1

·
(
P

q2,t2,b+ ε
2s2

µ,ν,0 (Ai ∩Bj)
)s2

≤

≤

 n∑
i,j=1

P
q1,t1,a+ ε

2s1
µ,ν,0 (Ai ∩Bj)

s1

·

 n∑
i,j=1

P
q2,t2,b+ ε

2s2
µ,ν,0 (Ai ∩Bj)

s2

≤

≤

 n∑
i,j=1

P
q1,t1,a+ ε

2s1
µ,ν,0 (Ai)

s1

·

 n∑
i,j=1

P
q2,t2,b+ ε

2s2
µ,ν,0 (Bj)

s2

≤

≤

(
n

n∑
i=1

P
q1,t1,a+ ε

2s1
µ,ν,0 (Ai)

)s1

·

n n∑
j=1

P
q2,t2,b+ ε

2s2
µ,ν,0 (Bj)

s2

≤ ns1 · ns2 = n.

Тогда для любого n ∈ N

Dims1q1+s2q2,s1t1+s2t2
µ,ν (En) ≤ s1a+ s2b+ ε.

Поскольку E ⊆
⋃
n

En, то

Dims1q1+s2q2,s1t1+s2t2
µ,ν (E) ≤ Dims1q1+s2q2,s1t1+s2t2

µ,ν

(⋃
n

En

)
≤

≤ sup
n

Dims1q1+s2q2,s1t1+s2t2
µ,ν (En) ≤ s1a+ s2b+ ε.
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Так как эта оценка справедлива для любого положительного ε, то
выпуклость функции Dimq,t

µ,ν(E) установлена.

Итак, функция Dimq,t
µ,ν(E) является выпуклой на любом подмноже-

стве suppµ∩supp ν, более того она является собственной: ее надграфик
непустой и не содержит вертикальных прямых.

Следующая теорема показывает, что функция dimq,t
µ,ν(E) удовле-

творяет условию слабой выпуклости.

Теорема 2. Пусть µ, ν ∈ P(X), множество E ⊆ suppµ∩supp ν, числа
q1, q2, t1, t2 ∈ R, s1, s2 ∈ [0, 1] и s1 + s2 = 1, то взаимная хаусдорфова
размерность множества E обладает свойством

dims1q1+s2q2,s1t1+s2t2
µ,ν (E) ≤ s1 Dimq1,t1

µ,ν (E) + s2 dimq2,t2
µ,ν (E)

в следующих случаях:

а) если оба числа s1q1 + s2q2, s1t1 + s2t2 неположительные;

б) если s1q1 + s2q2 ≤ 0, s1t1 + s2t2 > 0 и мера ν является
диаметрально регулярной;

в) если s1q1 + s2q2 > 0, s1t1 + s2t2 ≤ 0 и мера µ является
диаметрально регулярной;

г) если s1q1+s2q2 > 0, s1t1+s2t2 > 0 и меры µ, ν диаметрально
регулярные.

Доказательство. Пусть задано множество E ⊆ suppµ∩ supp ν. Рас-
смотрим случай, когда s1q1+s2q2 ≤ 0, s1t1+s2t2 > 0 и мера ν является
диаметрально регулярной. Для удобства введем следующие обозначе-
ния:

a = Dimq1,t1
µ,ν (E), b = dimq2,t2

µ,ν (E).

Пусть для произвольного положительного достаточно малого δ за-
дано центрированное покрытие {Oi}i множества E открытыми шара-
ми диаметрами, не превосходящими δ. Для каждого элемента покры-
тия Oi можно подобрать такую центрированную δi-упаковку шара Oi,
чтобы выполнялось неравенство

Pq1,t1,a+ ε
2

µ,ν,δi
(Oi) ≤ Pq1,t1,a+ ε

2
µ,ν,0 (Oi) +

1
2i
.
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Поскольку для любого ε > 0 верно Dimq1,t1
µ,ν (E) = a < a + ε, то из

определения взаимной упаковочной размерности вытекает

Pq1,t1,a+ ε
2

µ,ν (E) = 0.

Для любого положительного числа ε также очевидно, что

dimq2,t2
µ,ν (Oi ∩ E) ≤ dimq2,t2

µ,ν (E) = b < b+ ε,

поэтому
Hq2,t2,b+ ε

2
µ,ν (Oi ∩ E) = 0.

Тогда какое бы мы ни взяли центрированное γ-покрытие множества
Oi ∩ E, получим

Hq2,t2,b+ ε
2

µ,ν,γ (Oi ∩ E) = 0.

Возьмем теперь такое центрированное покрытие {Brij
(xij)}j∈J

множества Oi ∩ E открытыми шарами диаметрами, не превосходя-

щими γi = min
{
δ

4
, δi

}
, чтобы

∑
j

ϕq2(µBrij (xij))ϕt2(νBrij (xij))(2rij)b+ ε
2 ≤ 1

2i
. (1)

По лемме Витали о покрытиях [6] из семейства {Brij
(xij)}j∈J ша-

ров, содержащихся в ограниченной области пространства Rd, можно
выбрать конечное или счетное подсемейство {Brij

(xij)}j∈J′ непересе-
кающихся шаров таких, что⋃

j∈J

Brij (xij) ⊆
⋃

j∈J′

B4rij (xij).

Таким образом, в нашем распоряжении имеется центрированная
γi-упаковка {Brij

(xij)}j∈J′ множества Oi и соответствующее ему цен-
трированное 4γi-покрытие {B4rij

(xij)} множества Oi ∩ E, при этом
справедливо

Pq1,t1,a+ ε
2

µ,ν,γi (Oi) ≤ Pq1,t1,a+ ε
2

µ,ν,δi
(Oi) ≤ Pq1,t1,a+ ε

2
µ,ν,0 (Oi).

Используя условие диаметральной регулярности меры ν, найдется
некоторая константа C0, для которой νB4rij (xij) ≤ C0 · νBrij (xij).
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Тогда для q1, q2, t1, t2 ∈ R, s1, s2 ∈ [0, 1], s1 + s2 = 1, s1q1 + s2q2 ≤ 0 и
s1t1 + s2t2 > 0 оценим

Hs1q1+s2q2,s1t1+s2t2,s1a+s2b+ε
µ,ν,δ (E) ≤

∑
i

∑
j∈J′

ϕs1q1+s2q2

(
µB4rij

(xij)
)
×

× ϕs1t1+s2t2

(
νB4rij

(xij)
)
(8rij)s1a+s2b+ε≤ (4C0)s1a+s2b+ε×

×
∑

i

∑
j∈J′

ϕs1q1+s2q2

(
µBrij

(xij)
)
ϕs1t1+s2t2

(
νBrij

(xij)
)
(2rij)s1a+s2b+ε ≤

≤(4C0)s1a+s2b+ε

∑
i

∑
j∈J′

ϕq1

(
µBrij (xij)

)
ϕt1

(
νBrij (xij)

)
(2rij)a+ ε

2

s1

×

×

∑
i

∑
j∈J′

ϕq2

(
µBrij

(xij)
)
ϕt2

(
νBrij

(xij)
)
(2rij)b+ ε

2

s2

≤M.

Принимая во внимание условие (1) выбора покрытия множества
Oi∩E и соответствующей центрированной γi-упаковки {Brij

}j∈J′ , по-
лучим∑

i

∑
j∈J′

ϕq2

(
µBrij

(xij)
)
ϕt2

(
νBrij

(xij)
)
(2rij)b+ ε

2

s2

≤

(∑
i

1
2i

)s2

≤ 1.

Тогда

M ≤ (4C0)s1a+s2b+ε

∑
i

∑
j∈J′

ϕq1

(
µBrij

(xij)
)
ϕt1

(
νBrij

(xij)
)
(2rij)a+ ε

2

s1

≤

≤ (4C0)s1a+s2b+ε

(∑
i

Pq1,t1,a+ ε
2

µ,ν,γi (Oi)

)s1

≤ (4C0)s1a+s2b+ε×

×

(∑
i

(
Pq1,t1,a+ ε

2
µ,ν,0 (Oi) +

1
2i

))s1

≤(4C0)s1a+s2b+ε

(∑
i

Pq1,t1,a+ ε
2

µ,ν,0 (Oi) + 1

)s1

.

Переходя к точной верхней грани по всем δ > 0 и по всем подмноже-
ствам множества E, получим

Hs1q1+s2q2,s1t1+s2t2,s1a+s2b+ε
µ,ν (E)≤(4C0)s1a+s2b+ε

(∑
i

Pq1,t1,a+ ε
2

µ,ν,0 (Oi) +1

)s1

.
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Поскольку центрированное покрытие {Oi}i множества E выбрано про-
извольно, то

Hs1q1+s2q2,s1t1+s2t2,s1a+s2b+ε
µ,ν (E)≤(4C0)s1a+s2b+ε

(
Pq1,t1,a+ ε

2
µ,ν (E) +1

)s1

=

= (4C0)s1a+s2b+ε <∞.

Поэтому для любого положительного ε получим неравенство

dims1q1+s2q2,s1t1+s2t2
µ,ν (E) ≤ s1a+ s2b+ ε,

из которого вытекает доказываемое неравенство.
Доказательство остальных случаев проводится аналогично.

Résumé
It has received that the mutual packing dimension of subset E of set

supp µ∩supp ν for Borel probability measures µ and ν is convex, but the mutual
Hausdorff dimension of E satisfies the condition of weak convexity.
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