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Ñ. Ñ. Ïëàòîíîâ
Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ñèììåòðè-÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ðàíãà 1. Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ôóíêöèîíàëü-íûå ïðîñòðàíñòâà Brp;q(M) òèïà êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Íè-êîëüñêîãî � Áåñîâà. Äàåòñÿ íîâîå îïðåäåëåíèå êëàññîâ Brp;q(M)íàM ÷åðåç ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè k-ãî ïîðÿäêà íàM , êîòîðûéââîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ðàçíîñòåé âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ íà ìíî-ãîîáðàçèè M . Ïîëó÷åíî ýêâèâàëåíòíîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâBrp;q(M) ÷åðåç íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ñôåðè÷åñêè-ìè ïîëèíîìàìè, ò. å. ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñîáñòâåííûõôóíêöèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà � Áåëüòðàìè íà M .
� 1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõðåçóëüòàòîâÂ ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå âîïðîñû òåîðèèïðèáëèæåíèé ôóíêöèé è òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ íà n-ìåðíîé ñôåðå (ñì. [1�3] è ïðèâîäèìóþ òàì ëèòåðàòóðó). Åñòåñòâåí-íûì áîëåå øèðîêèì êëàññîì ïðîñòðàíñòâ, íà êîòîðûõ ìîæíî ñòàâèòüàíàëîãè÷íûå çàäà÷è, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ ñèììåò-ðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ðàíãà 1 (ÊÐÎÑÏîâ, ïî òåðìèíîëîãèè èç êíè-ãè [4]). Äëÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ óæå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû(ñì. [5�11]), íî îñòàåòñÿ åùå ìíîãî çàäà÷. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàïðîèçâîëüíîì ÊÐÎÑÏå M ââîäÿòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-ñëåäîâàíèé, ïðîåêò 95�01�01391.c Ñ. Ñ. Ïëàòîíîâ, 1996
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Brp;q(M) òèïà êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî � Áåñîâà. Åñòå-ñòâåííîå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî � Áåñîâà çàâèñèò îòìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè, à òàê êàê íà ÊÐÎÑÏàõ ñóùåñòâóþò ðàçëè÷-íûå îïðåäåëåíèÿ ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè, òî âîçìîæíû è ðàçëè÷íûåîïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ ìî-äóëü íåïðåðûâíîñòè èç ðàáîòû [9], â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ ïåðåõîä îòìíîãîîáðàçèÿ M ê ìíîãîîáðàçèþ åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâïðîñòðàíñòâà M . Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷å-íèå ýêâèâàëåíòíîãî îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâ Brp;q(M) ÷åðåç íàèëó÷øèåïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ñôåðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè íàM è ïîñòðîåíèåðàçëè÷íûõ íîðìèðîâîê â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Èç ïîëó÷åííîãî îïèñà-íèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ââåäåííûå êëàññû Brp;q(M) ñîâïàäàþò ñêëàññàìè Íèêîëüñêîãî � Áåñîâà, ââåäåííûìè â [10] ïðè ïîìîùè äðó-ãèõ ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè.Õîðîøî èçâåñòíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ÊÐÎÑÏîâ . Èõ âñå-ãî ÷åòûðå ñåðèè (èíäåêñ n âñþäó îçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðà-çèÿ): ñôåðû Sn (n = 1; 2; 3; : : :), âåùåñòâåííûå, êîìïëåêñíûå è êâà-òåðíèîííûå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà (Pn(R) (n = 2; 3; 4: : : :), Pn(C)(n = 4; 6; 8; : : :), Pn(H) (n = 8; 12; 16; : : :)) è îäíî îñîáîå ïðîñòðàí-ñòâî � ýëëèïòè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü Êýëè P 16(Cay). ÊÐÎÑÏ M âñåãäàÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì. Ïóñòü � � îïåðàòîð Ëàïëàñà �Áåëüòðàìè íàM . Ñïåêòð îïåðàòîðà� ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì, äåéñòâè-òåëüíûì è íåïîëîæèòåëüíûì. Óïîðÿäî÷èì åãî ïî óáûâàíèþ (0 = �0 >�1 > �2 > : : :) è îáîçíà÷èì ÷åðåç Hk ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî(âñåãäà êîíå÷íîìåðíîå) îïåðàòîðà�, îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷å-íèþ �k. Ïóñòü Pm(M) = H0+H1+: : :+Hm. Ôóíêöèè èç Pm(M) áóäåìíàçûâàòü ñôåðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè íà M ñòåïåíè m (ïðè M = Snîíè ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè ñôåðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè).Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ñ ìåðîé d� ÷åðåç Lp(X; d�) áóäåì îáî-çíà÷àòü, êàê îáû÷íî, áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (ÁÏ), ñîñòîÿùåå èç èç-ìåðèìûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé f(x) íà X ñ êîíå÷íîé íîðìîé

kfkp = kfkLp(X) = �ZX jf(x)jp d�
�1=p ; 1 � p <1:

ÅñëèX � êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî ïóñòü L1(X) =C(X) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà M ôóíêöèé ñ íîðìîé
kfk1 = kfkC = maxx2X jf(x)j:
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Â ÷àñòíîñòè, åñëèM � ÊÐÎÑÏ, òî âîçíèêàþò áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâàLp(M) = Lp(M;dx) è L1(M) = C(M), ãäå dx � ýëåìåíò ðèìàíîâîéìåðû íà M .Íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ôóíêöèè f(x) 2 Lp(M) ñôåðè÷åñêèìèïîëèíîìàìè ñòåïåíè m â ìåòðèêå Lp íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Em(f)p = inf�2Pm kf � �kp:
Äëÿ x 2M ïóñòü TxM � ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê ìíî-ãîîáðàçèþ M â òî÷êå x, S(x) � ìíîæåñòâî åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõâåêòîðîâ (åäèíè÷íàÿ ñôåðà) â òî÷êå x. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ãðóïïóâñåõ èçîìåòðèé ÊÐÎÑÏà M .Ïóñòü B � ìíîãîîáðàçèå åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê ìíî-ãîîáðàçèþ M . Òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ B èìåþò âèä (x; �), ãäå x 2 M ,� 2 S(x). Ãðóïïà U åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâóåò íà B, åñëè ïîëî-æèòü u (x; �) = (ux; u��), ãäå u� � èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå êàñà-òåëüíûõ âåêòîðîâ. Ýòî äåéñòâèå òðàíçèòèâíî (ò. å. M èçîòðîïíî, ñì.[12, ãë.I, �4] è [13, ãë.IX, �5]), ïîýòîìó íà B ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ, ñòî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, U -èíâàðèàíòíàÿ ìåðà dv(x; �) (ñì.,íàïðèìåð, [12, ãë.I, òåîð.1.9]). Ïóñòü Lp(B) = Lp(B; dv), 1 � p <1, èL1(B) = C(B). Åñòåñòâåííûì îáðàçîì Lp(M) âêëàäûâàåòñÿ â Lp(B),åñëè äëÿ f(x) 2 Lp(M) ïîëîæèòü f(x; �) = f(x). Íîðìèðóåì ìåðó dvíà B òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèåZ

M dx = ZB dv: (1:1)
Ïðè ââåäåííîé íîðìèðîâêå äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) 2 C(M)Z

M f(x) dx = ZB f(x) dv: (1:2)
Òàê êàê C(M) âñþäó ïëîòíî â Lp(M), òî îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

kfkLp(M) = kfkLp(B) 8 2 Lp(M): (1:3)
Ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèå Lp(M) � Lp(B) èçîìåòðè÷åñêîå. Â äàëüíåé-øåì ÷åðåç kfkp áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Lp(M) èëèLp(B) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, â êàêîì èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ñîäåðæèòñÿôóíêöèÿ f .
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Äëÿ (x; �) 2 B ïóñòü (x; �; t)� ãåîäåçè÷åñêàÿ íàM (t� ïàðàìåòð),óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (x; �; 0) = x è ddt(x; �; t)��t=0 = �. Äëÿëþáîé ôóíêöèè F (x; �) 2 Lp(B) ïóñòü

F t(x; �) = F ((x; �; t); ddt(x; �; t)): (1:4)
Íåòðóäíî ïîêàçàòü (ñì. [9]), ÷òî îòîáðàæåíèå

F 7! F t; t 2 R;
çàäàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ â Lp(B),ò. å.

(F t)s = F t+s 8t; s 2 R; (1.5)kF tkp = kFkp 8F 2 Lp(B): (1.6)
Îïðåäåëèì k-þ ðàçíîñòü ôóíêöèè F ñ øàãîì t ôîðìóëîé

~�ktF (x; �) = kX
j=0(�1)k�jCjk F jt(x; �);

ãäå Cjk � áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ïî-ðÿäêà k ôóíêöèè F 2 Lp(B) îïðåäåëèì ôîðìóëîé
!k(F; �)p = sup0<t�� k ~�ktFkp:

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî áðàòü è !k(f; �) ïðè f 2 Lp(M).Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ F 2 Lp(B) äèôôåðåíöèðóåìà âLp(B), åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè G(x; �) 2 Lp(B)
k1t (F t � F )�Gkp ! 0 ïðè t! 0:

Ôóíêöèÿ G íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò F è îáîçíà÷àåòñÿ, êàê îáû÷-íî, G = F 0. Ôóíêöèÿ F äèôôåðåíöèðóåìà r-ðàç â Lp(B), åñëè F 2Lp(B) è ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå F 0; F 00; : : : F (r) 2 Lp(B), ãäå F (k) =�F (k�1)�0. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî áðàòü r-þ ïðîèçâîäíóþ f (r) äëÿ ôóíê-öèè f(x) 2 Lp(M), îòìåòèì òîëüêî, ÷òî f (r) � ýòî óæå ôóíêöèÿ íàB.
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Èçâåñòíî (ñì. [13, ãë. IX,�5]), ÷òî íà ëþáîì ÊÐÎÑÏå M âñå ãåîäå-çè÷åñêèå çàìêíóòû è èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó 2L. Ðèìàíîâà ìåòðèêàíàM îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.Äëÿ óäîáñòâà íîðìèðóåì ðèìàíîâó ìåòðèêó òàê, ÷òîáû L = �.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü r > 0; 1 � p; q � 1; ÷èñëà k è l � öåëûå

íåîòðèöàòåëüíûå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ k > r� l > 0. Ñîâîêóï-
íîñòü ôóíêöèé f 2 Lp(M), äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íî âûðàæåíèå

brp;q(f) :=
 Z �

0
�!k(f (l); �)p�q�1+(r�l)q d�!1=q ; 1 � q <1; (1.7)

brp;1(f) = hrp(f) := sup0<��� ��(r�l)!k(f (l); �)p; q =1; (1.8)
íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì Íèêîëüñêîãî � Áåñîâà Brp;q(M) = Brp;q. Â
÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè q =1 ïðîñòðàíñòâî Brp;1 áóäåì òàêæå îáîçíà-
÷àòü Hrp(M) = Hrp .Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íîðìà

kfkBrp;q := kfkp + brp;q(f) (1:9)
ïðåâðàùàåò Brp;q â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äàþ-ùàÿ îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà Brp;q ÷åðåç íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ.
Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f èç Lp(M) ïðèíàäëåæàëàïðîñòðàíñòâó Brp;q, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëà êîíå÷íà âå-ëè÷èíà

~brp;q(f) = � 1Xj=0 ajrq Eqaj (f)p�1=q; 1 � q <1; (1.10)
~brp;1(f) = supj=0;1;2;::: ajr Eaj (f); q =1; (1.11)

ãäå a � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî áîëüøåå 1 (ìîæíî ñ÷èòàòü, íàïðè-ìåð, ÷òî a = 2). Ïðè ýòîì âûðàæåíèå
kfkp +~bqp;q(f)

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â Brp;q, ýêâèâàëåíòíîé íîðìå (1.9).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 áóäåò ñëåäîâàòü èç ðåçóëüòàòîâ �3�4 îðàçëè÷íûõ ýêâèâàëåíòíûõ íîðìèðîâêàõ â ïðîñòðàíñòâàõ Hrp è Brp;q.Â �2 äîêàçûâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû.Çàìå÷àíèå 1. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíèå ïðîñòðàí-ñòâà Brp;q íå çàâèñèò îò âûáîðà ÷èñåë k è l, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþk > r � l > 0, è ïðè ðàçëè÷íûõ k; l íîðìû (1.9) ýêâèâàëåíòíû.Çàìå÷àíèå 2. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Brp;q(M)ñîâïàäàþò ñ ïðîñòðàíñòâàìè Íèêîëüñêîãî � Áåñîâà èç ðàáîòû [10] ñòî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì.Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ ñëó÷àÿM = Sn ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå ïðî-ñòðàíñòâ Brp;q è ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû 1 (áåç äîêàçàòåëüñòâà) ôàêòè-÷åñêè äàíû Ï. È. Ëèçîðêèíûì â [14], òàê êàê ëåãêî âèäåòü (ñ ó÷åòîìôîðìóëû (2.3) íàñòîÿùåé ðàáîòû), ÷òî ââåäåííûé â [14] ìîäóëü íåïðå-ðûâíîñòè p!k(f; �)p ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ ìîäóëåìíåïðåðûâíîñòè !k(f; �)p.

� 2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòûÎöåíêà ñâåðõó íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè ÷åðåç åå ìîäóëüíåïðåðûâíîñòè äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé Äæåêñîíîâñêîãî òèïà.Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) 2 Lp(M) è d-ðàç äèôôåðåíöèðóåìàâ Lp(B). Òîãäà
Em(f)p � cmd!k�f (d); �m�p; m = 1; 2; : : : ;

ãäå c > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò f è m./ Ñì. [9, òåîð. 2]. .Ëåììà 1. (ñâîéñòâà ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè)Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè F 2 Lp(B) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
!k(F; �)p � !k(F; �)p ïðè � � �; (2.1)!k(F; l�)p � (l + 1)k !k(F; �)p; (2.2)

ãäå l > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî./ Ñì. [9, ëåììà 2]. .
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíûõ òåîðåì òåîðèè ïðèáëèæåíèé èñïîëü-çóþòñÿ íåðàâåíñòâà òèïà Áåðíøòåéíà, êîòîðûå è áóäóò ïîëó÷åíû äà-ëåå (ñì. ëåììû 3, 5, 6).Ëåììà 2. Ïóñòü �(x) 2 Pm. Äëÿ ëþáûõ (x; �) 2 B ôóíêöèÿ '(t) =�((x; �; t)) ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñòåïåíè m./ Ñëåäóåò èç ëåììû 3.1 â [11]. .Êàê è ðàíüøå, ïóñòü S(x) � åäèíè÷íàÿ ñôåðà â êàñàòåëüíîì ïðî-ñòðàíñòâå TxM . Ïóñòü d�x(�) � ýëåìåíò îáúåìà ñôåðû S(x), à � �ïîëíûé îáúåì ýòîé ñôåðû.Èç ñâîéñòâ èíâàðèàíòíûõ ìåð íà îäíîðîäíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (ñì.[12, ãë.I, �1, ïðåäë. 1.13]) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè F (x; �) 2L1(B) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëàZ

M
� Z
S(x) F (x; �) d�x(�)� dx = A ZB F (x; �) dv(x; �); (2:3)

ãäå A > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Åñëè â (2.3) ïîäñòàâèòü F � 1 èâîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè (1.1), òî ïîëó÷èì, ÷òî A = �.Äëÿ (x; �) 2 B, t 2 R è k 2 Z+ = f0; 1; 2; : : :g ïîëîæèì
t@k� f(x) = dkdsk f((x; �; s))

����s=t : (2:4)
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ F (x; �) = 0@k� f(x) ñîâïàäàåò ñ k-é ïðîèçâîäíîéf (k)(x; �) îò ôóíêöèè f(x) â ïðîñòðàíñòâå Lp(B). Êðîìå òîãî,

t@k� f(x) = f (k)�(x; �; t); ddt(x; �; t)�: (2:5)
Ëåììà 3. Ïóñòü �(x) 2 Pm. Òîãäà äëÿ ëþáûõ k; l 2 Z+ âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî jt@k+l� �(x)j � mk k�(l)(x; �)k1: (2:6)/ Ïî ëåììå 2 �((x; �; t)) � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíèm, ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êëàññè÷åñêèì íåðàâåíñòâîì Áåðí-øòåéíà

j dk+ldtk+l�((x; �; t))j � mk max0�s�2� j dldsl�((x; �; s))j:
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Ñ ó÷åòîì (2.5) çàìåòèì, ÷òî

j dldsl�((x; �; s))j � k�(l)k1;
îòêóäà è ñëåäóåò (2.6). .Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè F (x; �) íàB îïðåäåëèì "óñðåäíåííóþ"ôóíêöèþF0(x; �) ôîðìóëîé

F0(x; �) = 12�
Z 2�
0 F �(x; �; t); ddt(x; �; t)� dt: (2:7)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
I(F ) := ZB F (x; �) dv(x; �): (2:8)

Ëåììà 4. Åñëè F (x; �) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà B, òî
I(F ) = I(F0): (2:9)

/ Ñì. [11, ëåììà 3.3]. .Ëåììà 5. Ïóñòü �(x) 2 Pm. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t 2 R, k; l 2 Z+, 1 �p � 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
kt@k+l� �(x)kp � mk k�(l)kp: (2:10)

/ Ïðè p =1 íåðàâåíñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç ëåììû 3. Ïóñòü p <1,òîãäà kt@k+l� �(x)kpp = ZB jt@k+l� �(x)jp dv(x; �):
Ïóñòü F (x; �) := jt@k+l� �(x)jp = �� dk+ldtk+l�((x; �; t))��p:Î÷åâèäíî, ÷òî

F �(x; �; s); dds(x; �; s)� = �� dk+ldtk+l�((x; �; t+ s))��p:
Ïîëüçóÿñü 2�-ïåðèîäè÷íîñòüþ ôóíêöèè �((x; �; t)) ïî t, ïîëó÷èì

F0(x; �) = 12�
Z 2�
0 F �(x; �; s); dds(x; �; s)� ds =
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= 12�

Z 2�
0 �� dk+ldtk+l�((x; �; t))��p dt:

Òàê êàê '(t) = �((x; �; t)) � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíèm, òî èç îáû÷íîãî íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà â ìåòðèêå L�p (ñì. [15,�2.5]) ñëåäóåò, ÷òî
F0(x; �) � mpk2�

Z 2�
0 �� dldtl�((x; �; t))��p dt:Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4, ïîëó÷èì

I(F ) = I(F0) � mpk2� I �Z 2�
0 �� dldtl�((x; �; t))��p dt

� =
= mpk2�

Z 2�
0 I ��� dldtl�((x; �; t))��p

� dt =
= mpk2�

Z 2�
0 k�(l)(x; �)kpp dt = mpkk�(l)kpp;

îòêóäà è ñëåäóåò (2.10). .Ñëåäñòâèå. Ïðè � 2 Pm, k 2 Z+
k�(k)kp � mkk�kp: (2:11)

/ Äîñòàòî÷íî â íåðàâåíñòâå (2.10) âçÿòü t = 0, l = 0. .Ëåììà 6. Åñëè �(x) 2 Pm, òî äëÿ ëþáûõ 1 � p � 1, t > 0, k; l 2 Z+ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
k ~�kt�(l)(x; �)kp � (mt)k k�(l)(x; �)kp: (2:12)

/ Äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè F (x; �) íà B ðàçíîñòü~�ktF (x; �) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
~�ktF (x; �) = Z t

0 : : : Z t
0 dkd�k�((x; �; �))

�����=t1+:::+tk dtt : : : dtk:Â ÷àñòíîñòè, ñ ó÷åòîì (2.5)
~�kt�(l)(x; �) = Z t

0 : : : Z t
0 dkd�k�(l)((x; �; �))�����=t1+:::+tk dtt : : : dtk =
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= Z t

0 : : : Z t
0 t1+:::+tk@k+l� �(x) dt1 : : : dtk:

Ïîëüçóÿñü ëåììîé 5, ïîëó÷àåì, ÷òî
 ~�kt�(l)(x; �)p = Z t

0 : : : Z t
0 t1+:::+tk@k+l� �(x)p dt1 : : : dtk �� tkmkk�(l)kp: .

� 3. Ýêâèâàëåíòíûå íîðìèðîâêè ïðîñòðàíñòâ Hr
p

Ïóñòü r > 0, 1 � p � 1, k è l � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà,óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ k > r�l > 0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿf(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó jHrp , j = 1; 2; 3; 4; 5, åñëè f 2 Lp(M)è êîíå÷íà ïîëóíîðìà jhrp(f), ãäå1hrp(f) = hrp(f) := sup0<��� ��(r�l) !k(f (l); �)p
(� çäåñü ìîæíî çàìåíèòü ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì);

2hrp(f) := sup�>0 ��(r�l)!k(f (l); �)p;3hrp(f) := supm2Z+mr Em(f)p;
4hrp(f) := sups2Z+ asr Eas(f)p (a > 0; öåëîå);
5hrp(f) := inf� sups2Z+ asrkQaskp�;

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ïðåäñòàâëåíèÿì f â âèäå ñóììûñõîäÿùåãîñÿ â Lp(M) ðÿäà ïî ñôåðè÷åñêèì ïîëèíîìàì
f(x) = 1X

s=0Qas(x); Qas(x) 2 Pas :
Ïðîñòðàíñòâà jHrp ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè îòíîñèòåëü-íî íîðì kfkjHrp := kfkp + jhrp(f): (3:1)



Î êëàññàõ Íèêîëüñêîãî � Áåñîâà 163
Òåîðåìà 3. Ïðîñòðàíñòâà jHrp , j = 1; : : : 5, ñîâïàäàþò è èõ íîðìû(3.1) ýêâèâàëåíòíû (ò. å. áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà jHrp ýêâèâàëåíòíû).

Òåîðåìà 3 áóäåò äîêàçàíà íèæå. Èç ýêâèâàëåíòíîñòè ÁÏ 1Hrp è4Hrp ñëåäóåò òåîðåìà 1 äëÿ ñëó÷àÿ q =1, òàê êàê Hrp = Brp;1. Îáùàÿñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ñîîòâåòñòâóåò ñõåìå äîêàçàòåëüñòâàíàëîãè÷íûõ òåîðåì â [15] äëÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.Áóäåì äàëåå äëÿ êðàòêîñòè ïèñàòü jH = jHrp , EN (f) = EN (f)p,kfk = kfkp è ò. ä. ×åðåç c; c1 c2; : : : áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûåïîñòîÿííûå â îöåíêàõ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûå â ðàçíûõ ìåñòàõ, çàâè-ñÿùèå îò íåñóùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ, òàêèõ êàê p; q; r; l; k; : : :. Âûðà-æåíèå E1 ,! E2 áóäåò îáîçíà÷àòü, ÷òî ÁÏ E1 âëîæåíî â ÁÏ E2.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.
10. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîñòðàíñòâ 3H è 4H óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîâñåìïðîñòî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, 4h(f) � 3h(f). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ m 2Z+ ïîäáåðåì ÷èñëî s 2 Z+ òàê, ÷òîáû as < m � as+1. Òîãäà

mr Em(f) � arasrEas(f) � ar 4h(f):
Ñëåäîâàòåëüíî, 3h(f) � c 4h(f), ãäå c = ar.

20. Âëîæåíèå 2H ,! 1H î÷åâèäíî. Äîêàæåì, ÷òî 1H ,! 4H.Ïóñòü f 2 1H, òîãäà ïðè 0 < � � �
!k(f (l); �) � 1h(f) �r�l: (3:2)

Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî
Em(f) � cm�l!k(f (l); �m ): (3:3)

Òîãäà èç (3.2) è (3.3)
Eas(f) � casl!k�f (l); �as � � casl 1h(f) �l�ras(l�r) = c1 1h(f)asr :

Ñëåäîâàòåëüíî, 4h(f) � c11h(f);îòêóäà ñëåäóåò âëîæåíèå 1H ,! 4H.
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30. Äîêàæåì, ÷òî 4H ,! 5H. Ïóñòü f 2 4H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç gasñôåðè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè as òàêîé, ÷òî

kf � gask � 2Eas(f);
è ïîëîæèì

Qa0 = ga0 ; Qas = gas � gas�1 ïðè s � 1:
Òîãäà â ìåòðèêå Lp(M)

f = 1X
s=0Qas ;

òàê êàê Eas(f)! 0 ïðè s!1.Çàìåòèì, ÷òî
kQa0k � kfk+ 2Ea0(f) � 3kfk;kQask � kgas � fk+ kf � gas�1k � 4Eas�1(f); s � 1:

Ñ÷èòàÿ, ÷òî Eas(f) = 0 ïðè s = �1, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè ëþáîì s 2 Z+
asrkQask � 3kfk+ 4asrEas�1(f): (3:4)

Èç (3.4) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî5h(f) � c(kfk+ 4h(f));
à èç íåãî ñëåäóåò âëîæåíèå 4H ,! 5H.40. Äîêàæåì òåïåðü âëîæåíèå 5H ,! 2H. Ïóñòü f 2 5H, " > 0, òîãäàf ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñõîäÿùåãîñÿ â Lp ðÿäà

f = 1X
s=0Qas ;

ãäå Qas 2 Pas è asrkQask � 5h(f) + ": (3:5)Èç íåðàâåíñòâà (2.11) ñëåäóåò, ÷òî
kQ(l)as k � (as)la�sr �5h(f) + "� = a�s(r�l) �5h(f) + "� : (3:6)
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Òàê êàê r � l > 0, òî èç (3.6) âèäíî, ÷òî ðÿä PQ(l)as ñõîäèòñÿ â Lp(B),ñëåäîâàòåëüíî,

f (l) = 1X
s=0Q(l)as 2 Lp(B):

Äàëåå ~�kt f (l) = 1X
s=0 ~�ktQ(l)as :

Ïðè t � 1, ïîëüçóÿñü (3.6) è î÷åâèäíûì íåðàâåíñòâîì
k ~�ktFk � 2kkFk; (3:7)

ïîëó÷àåì
k ~�kt f (l)ktr�l � 2k(5h(f) + ") 1X

s=0 a�s(r�l) � c1 �5h(f) + "� : (3:8)
Ïóñòü 0 < t < 1. Ïîäáåðåì N 2 Z+ òàê, ÷òîáû

a�(N+1) < t � a�N :
Òîãäà

k ~�kt f (l)k � NX
s=0 k ~�ktQ(l)as k+ 1X

s=N+1 k ~�ktQ(l)as k = I1 + I2: (3:9)
Îöåíèì îòäåëüíî ñëàãàåìûå I1 è I2 â (3.9). Ïðè îöåíêå I1 âîñïîëüçó-åìñÿ ëåììîé 6:

I1 � NX
s=0 tkaskkQ(l)as k � tk NX

s=0 aska�s(r�l)
�5h(f) + "� =

= tk �5h(f) + "� NX
s=0 as(l+k�r) � tk �5h(f) + "� a(N+1)(l+k�r)al+k�r � 1 �

� c2tk �5h(f) + "� t�(l+k�r) = c2tr�l �5h(f) + "� : (3.10)
Äëÿ îöåíêè I2 âîñïîëüçóåìñÿ (3.7)

I2 � 2k 1X
s=N+1 kQ(l)as k � 2k �5h(f) + "� 1X

s=N+1 a�s(r�l) �
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� c3 �5h(f) + "� a�(N+1)(r�l) � c3 tr�l �5h(f) + "� : (3.11)

Èç îöåíîê (3.8), (3.10), (3.11) ïîëó÷àåì, ÷òî
t�(r�l)k ~�kt f (l)k � c4 �5h(f) + "� : (3:12)

Òàê êàê t è " ïðîèçâîëüíûå, òî èç (3.12) ñëåäóåò, ÷òî2h(f) � c4 5h(f);îòêóäà ñëåäóåò âëîæåíèå 5H ,! 2H.Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷åíà öåïî÷êà âëîæåíèé2H ,! 1H ,! 4H ,! 5H ,! 2H;
÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.
� 4. Ýêâèâàëåíòíûå íîðìèðîâêè ïðîñòðàíñòâ Br

p;qÏóñòü r > 0, 1 � p � 1, 1 � q < 1, k; l 2 Z+, k > r � l > 0.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó jBrp;q,j = 1; 2; 3; 4, åñëè f 2 Lp(M) è êîíå÷íà ïîëóíîðìà jbrp;q(f), ãäå
1brp;q(f) := brp;q(f) = �Z �

0 (!k(f (l); �))q�1+(r�l)q d��1=q
( � çäåñü ìîæíî çàìåíèòü ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì);

2brp;q(f) := �Z 1

0 (!k(f (l); �))q�1+(r�l)q d��1=q ;
3brp;q(f) :=

 1X
s=0 asrq Eqas(f)p

!1=q (a > 1; öåëîå );
4brp;q(f) := inf  1X

s=0 asrqkQaskqp
!1=q ;

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ïðåäñòàâëåíèÿì f â âèäå ñõîäÿùå-ãîñÿ â Lp(M) ðÿäà èç ñôåðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ
f(x) = 1X

s=0Qas(x); Qas 2 Pas :
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Ïðîñòðàíñòâà jBrp;q ÿâëÿþòñÿ áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè îòíîñèòåëü-íî íîðì kfkjBrp;q := kfkp + jbrp;q(f): (4:1)
Òåîðåìà 4. Ïðîñòðàíñòâà jBrp;q, j = 1; 2; 3; 4, ñîâïàäàþò è èõ íîðìû(4.1) ýêâèâàëåíòíû (ò. å. ÁÏ jBrp;q ýêâèâàëåíòíû).Îòìåòèì, ÷òî èç ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîñòðàíñòâ 1Brp;q è 3Brp;q ñëå-äóåò òåîðåìà 1 äëÿ ñëó÷àÿ q < 1. Êàê è â �3, áóäåì èñïîëüçîâàòüêðàòêèå îáîçíà÷åíèÿ jB = jBrp;q, kfk = kfkp è ò. ä.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.
10. Âëîæåíèå 2B ,! 1B î÷åâèäíî. Äîêàæåì, ÷òî 1B ,! 3B. Ïóñòüf 2 1B. Òîãäà
�1b(f)�q = Z �

0 (!k(f (l); �))q�1+(r�l)q d� = 1X
s=1

�=ss�1Z
�=as

(!k(f (l); �))q�1+(r�l)q d�: (4:2)
Ïîëüçóÿñü ìîíîòîííîñòüþ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè (ñì. ëåììó 1) è òåî-ðåìîé 2 ïîëó÷èì

�=ss�1Z
�=as

(!k(f (l); �))q�1+(r�l)q d� �
�!k(f (l); �=as )�q(�=as�1)1+(r�l)q �as�1 (a� 1) �

� c1 arqsEqas(f); (4.3)
ãäå c1 > 0 � íå çàâèñÿùàÿ îò f è s ïîñòîÿííàÿ.Èç (4.2) è (4.3) ñëåäóåò, ÷òî

1X
s=1 asqr Eqas(f) � c2 �1b(f)�q : (4:4)

Åùå íóæíî îöåíèòü ñâåðõó Ea0(f). Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò
Ea0(f) � c !k(f (l); �): (4:5)
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Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè èç ëåììû 1, çàìåòèì,÷òî
�1b(f)�q � �Z

�=2
(!k(f (l); �))q�1+(r�l)q d� � c3 !k(f (l); �2 ) � c4 !k(f (l); �); (4:6)

à èç (4.5) è (4.6) ïîëó÷èì îöåíêó
Eqa0(f) � c5 �1b(f)�q : (4:7)

Îêîí÷àòåëüíî, ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâà (4.4) è (4.7), ïîëó÷àåì îöåíêó�3b(f)�q � c6 �1b(f)�q ;
èç êîòîðîé ñëåäóåò âëîæåíèå 1B ,! 3B.20. Äîêàæåì, ÷òî 3B ,! 4B. Ïóñòü f 2 3B. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿè íåðàâåíñòâà èç ïóíêòà 30 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3, ïîëó÷èì

kQa0(f)kq � (3kfk)q;
asrqkQas(f)kq � 4q asrq Eqas�1(f); s � 1:Òîãäà

4b(f) �  3q Eqa0(f) + 1X
s=1 4q asqr Eqas�1(f)

!1=q �
� c1  kfk+ � 1Xs=0 asrq Eqas(f)�1=q

! = c1 kfk3B ;
îòêóäà è ñëåäóåò âëîæåíèå 3B ,! 4B.30. Äîêàæåì âëîæåíèå 4B ,! 2B. Ïóñòü f 2 4B, " > 0, òîãäà fìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ( s âî âñåõ ñóììàõ ïðîáåãàåò Z+)

f =X qas ; Qas 2 Pas ;
ïðè÷åì �X asqr kQaskq�1=q � 4b(f) + ": (4:8)
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Ïðîâåðèì, ÷òî ðÿä PQ(l)as ñõîäèòñÿ â Lp(B). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

kQ(l)as k � asl kQask = a�s(r�l)asr kQask(èñïîëüçîâàíî (2.11)). Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Ãåëüäåðà, ïî-ëó÷èì X kQ(l)as k �X a�s(r�l)asr kQask �
� c1 �X asqr kQaskq�1=q � c1 �4b(f) + "� : (4.9)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä PQ(l)as ñõîäèòñÿ â Lp(B) è
f (l) =XQ(l)as 2 Lp(B): (4:10)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èç (4.10) è (4.9) ñëåäóåò, ÷òî
kf (l)k � c1 �4b(f) + "� : (4:11)

Èñïîëüçóÿ (4.11) è î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî
!k(f (l); �) � 2k kf (l)k;

ïîëó÷èì, ÷òîZ 1

1 (!k(f (l); �))q�1+(r�l)q d� � 2kq kf (l)kq Z 1

1 d��1+(r�l)q �� c2 �4b(f) + "� : (4.12)
Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N

~�kt f (l) = NX
s=0 ~�ktQ(l)as + 1X

s=N+1 ~�ktQ(l)as ;
k ~�kt f (l)k � tk NX

s=0 as(k+l) kQask+ 2k 1X
s=N+1 asl kQask:

Òîãäà
!k(f (l); a�N ) = sup0<t�a�N k ~�kt f (l)k �
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� a�Nk NX

s=0 as(k+l)kQask+ 2k 1X
s=N+1 asl kQask:

Èìååì, äåëàÿ çàìåíó � = a�u,Z 1
0 ��1�(r�l)q !qk �f (l); �� d� =

= ln aZ 1

0 aq(r�l)u !qk �f (l); a�u� du =
= ln a 1X

N=0
N+1Z
N aq(r�l)u !qk �f (l); a�u� du �

� ln a 1X
N=0!qk

�f (l); a�N� aq(r�l)N �
� c3 I1 + c4 I2; (4.13)

ãäå
I1 =P1N=0 aq(r�l�k)N �PNs=0 as(k+l)kQask�q ;I2 =P1N=0 aq(r�l) �P1s=N+1 kQask�q :

Äëÿ âûðàæåíèé I1 è I2 â êíèãå [15] (ñì. ïóíêò 5.6, ôîðìóëû (17) �(19) ) ïîëó÷åíû îöåíêè
I1 � c5P1s=0 arqskQaskq; (4.14)I2 � c6P1s=0 arqskQaskq: (4.15)

Îêîí÷àòåëüíî, èç (4.12), (4.14) è (4.15) ñëåäóåò, ÷òîZ 1

0 ��1�(r�l)q !qk �f (l); �� d� � c7 1X
s=0 asrq kQaskq;

à îòñþäà 2b(f) � c8 4b(f);÷òî äîêàçûâàåò âëîæåíèå 2B ,! 4B.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà öåïî÷êà âëîæåíèé2B ,! 1B ,! 3B ,! 4B ,! 2B;

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.
R�esum�e

Let M be a compact symmetric space of rank 1. We have de�ned theNikolski�i � Besov type function classes Brp;�(M) and we have obtained aconctructive description of this classes in in terms of the best approximationby the spherical polynomials on M .
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