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ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉÑÓÌÌÛ ÄÅËÈÒÅËÅÉ Â ÊËÀÑÑÀÕ ÂÛ×ÅÒÎÂ

Á. Ì. Øèðîêîâ
Â ñòàòüå äëÿ ôóíêöèè �(n; �) = P

djn �(d)d óñòàíàâëèâà-þòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñëàáî ðàâíîìåðíîãîðàñïðåäåëåíèÿ â êëàññàõ âû÷åòîâ è àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëàðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïî ñîñòàâíîìó ìîäóëþ N .
� 1. ÂâåäåíèåÎñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü l; L; N; m; n; i; j; k; r � íàòó-ðàëüíûå ÷èñëà, p è q � ïðîñòûå ÷èñëà, � � ôèêñèðîâàííûé âåùå-ñòâåííûé íåãëàâíûé ïðèìèòèâíûé õàðàêòåð Äèðèõëå ìîäóëÿ m, Xè X0 � ñîîòâåòñòâåííî ïðîèçâîëüíûé è ãëàâíûé õàðàêòåðû Äèðèõëåìîäóëÿ N;
�(n; �) =

X
djn

�(d)d;

K = [N;m] �íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë m è N; (N;m) � íàè-áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë N è n; h è h0 � ïðîèçâîëüíûé èãëàâíûé õàðàêòåðû Äèðèõëå ìîäóëÿ K; G(N) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿãðóïïà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ N; !(n) � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äå-ëèòåëåé n (çà èñêëþ÷åíèåì íàçâàíèÿ ðàáîòû [3], ãäå òàê îáîçíà÷åíâåùåñòâåííûé õàðàêòåð Äèðèõëå),
Rj(N) = fa 2 G(N) j 9p ((p;K) = 1 & �(pj ; �) � a (mod N))g;

M = minfj j Rj 6= ;g; �M � ïîäãðóïïà G(N), ïîðîæäåííàÿ ìíî-æåñòâîì RM (N); S(x;N; a) � êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, äëÿêîòîðûõ �(n; �) � a (mod N).
c Á. Ì. Øèðîêîâ, 1996
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Áóäåì íàçûâàòü ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ôóíêöèþ f(n) êîíãðóåíòíî

ïîäîáíîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî l, ÷òî äëÿ ëþáîãî
L, êðàòíîãî l,

8p8q8j(p � q (mod L)) f(pj) � f(qj) (mod L)):
Ïîëèíîìîïîäîáíûå ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè, òî åñòü ôóíê-öèè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íà ñòåïåíÿõ ïðîñòûõ ÷èñåë ñóòü çíà÷åíèÿ ïî-ëèíîìîâ íà ýòèõ ïðîñòûõ ÷èñëàõ, íå çàâèñÿùèõ îò âûáîðà ïðîñòîãî÷èñëà, ÿâëÿþòñÿ è êîíãðóåíòíî ïîäîáíûìè. Îäíàêî íå âñÿêàÿ êîí-ãðóåíòíî ïîäîáíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîïîäîáíîé. Ïðèìåðàìèòàêèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè r2(n); d(n; �) (ñì. [1,3]) è ðàññìàò-ðèâàåìàÿ çäåñü �(n; �).Äëÿ ïîëèíîìîïîäîáíûõ ôóíêöèé êðèòåðèé ñëàáî ðàâíîìåðíîãîðàñïðåäåëåíèÿ â êëàññàõ âû÷åòîâ äîêàçàí Íàðêåâè÷ñåì â ðàáîòå [2].Â ñòàòüå [1] êðèòåðèé ïåðåíåñåí íà êîíðóåíòíî ïîäîáíûå ôóíêöèè èèçëîæåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ðàñïðåäåëå-íèÿ çíà÷åíèé â êëàññàõ âû÷åòîâ. Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿýòîò êðèòåðèé, è èìååò ñìûñë ïðèâåñòè åãî çäåñü.Òåîðåìà À. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîíãðóåíòíî ïîäîáíàÿ ôóíêöèÿ f(n)

áûëà ñëàáî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî ìîäóëþ N íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî p, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íåãëàâíîãî õàðàêòåðà X ìîäóëÿ N , ðàâíîãî 1 íà �M , áûëî ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî 1X
j=0

X(f(pj))
pj=M = 0: (1)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä ðàáîòû [1] ïðèìåíÿåòñÿ ê ôóíêöèè �(n; �).Â ñòàòüå [4] äîêàçàí êðèòåðèé ñëàáî ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �(n).Ïðèâåäåííîå òàì äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíå-íèÿìè ïåðåíåñòè è íà ôóíêöèþ �(n; �). Íî çäåñü áóäåò ïðèâåäåíîíåñêîëüêî âèäîèçìåíåííîå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà.Â ýòîé ðàáîòå áóäóò äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû �(n; �) áûëà ñëàáî ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåíà ïî ìîäóëþ N íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû N íå äåëèëîñü

íà 6.Îáîçíà÷èì ÷åðåç b1 êîëè÷åñòâî òåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé q ÷èñëà
d = (N;m), äëÿ êîòîðûõ q � �1 (mod 4); u = !(d); k � êîëè÷åñòâî
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ïðîñòûõ äåëèòåëåé q ÷èñëà d ñ óñëîâèåì q � 1 (mod 3), à ÷åðåç b2êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé q ÷èñëà d ñ óñëîâèåì
q � 7 (mod 12);

è ïîëîæèì
�1(N) =

� 1; åñëè b1 íå÷åòíî è qjm) qjN ,
0; åñëè ëèáî ñóùåñòâóåò qjm & q 6 j N , ëèáî b1 ÷åòíî.è

�2(N) =
( 1; åñëè b2 íå÷åòíî è qjm) (qjN & q � 1 (mod 3)),
0; åñëè ëèáî 9q((qjm & q 6 j N) _ (qjd & q � 2 (mod 3)),ëèáî b2 ÷åòíî.

Îáîçíà÷èì åùå
� =

Y
qjNq 6 jm

q � 2
q � 1

0@ Y
qj(N;m)

q � 2
q � 1 �

(�1)u�1(N)
'(q1 � � � qu)

1A ; (2)
� = maxX 6=X0

1
'(K)

X
x2G(K)

X(1 + �(x)x);

� =
Y

qjN; q 6 jmq�1 (mod 3)

q � 3
q � 1

0BB@ Y
qj(N;m)q�1 (mod 3)

q � 3
q � 1 + (�2)k�2(N)

'(q1 � � � qk)

1CCA ; (3)
� = maxX 6=X0

1
'(K)

X
x2G(K)

X(1 + �(x)x+ x2):

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî a 2 G(N) ïðè x!1

S(x;N; a) =

8>><>>:
C x
(lnx)1�� +O

� x
(lnx)1��

�
; N ;

C
px

(lnx)1�� +O
� x
(lnx)1��

�
; N ; 3 6 j N:
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� 2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1Èç òåîðåìû À ñëåäóåò, ÷òî åñëè åñëè RM (N) ïîðîæäàåò G(N), òî
�(n; �) ñëàáî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî ìîäóëþ N . Ìû äîêàæåì,÷òî1) åñëè N íå÷åòíî, òî R1(N) ïîðîæäàåò G(N);2) åñëè N ÷åòíî, íî íå êðàòíî 3, òî M = 2 è R2(N) ïîðîæäàåò
G(N);3) åñëè 6jN , òî M = 2, íî R2(N) ïîðîæäàåò ñîáñòâåííóþ ïîäãðóï-ïó G(N), è íå ñóùåñòâóåò ïðîñòîãî ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùåãî òåîðåìåÀ, òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå íåò ñëàáî ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îáîá-ùåííîé ñóììû äåëèòåëåé.1) Èòàê, N íå÷åòíî. Ñóùåñòâóåò ïðîñòîå p � 1 (mod K), ïîýòîìó
�(p; �) � 2 (mod N) è 2 2 R1(N). Ðàâåíñòâî �1(N) = G(N) â ýòîìñëó÷àå äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â [4].2) Ïóñòü N ÷åòíî, íî íå äåëèòñÿ íà 6. Òîãäà R1(N) = ;, òàê êàê
8p (p;K) = 1) 1+ p�(p) � 0 (mod 2). Íî åñëè p � 1 (mod K), òî

�(p; �) = 1 + p+ p2 � 3 (mod N);
òî åñòü R2(N) 6= ;.Ïóñòü N = 2r. Òîãäà G(N) ñîñòîèò èç âñåõ íå÷åòíûõ x ; 1 � x <
2r, òàê ÷òî R2(2r) = G(2r).Ïóñòü N = q; q > 3. Ïóñòü p � x (mod q) è �(p) = �1. Òîãäàñóùåñòâóåò òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî p0, ÷òî p0 � p (mod q); �(p0) = 1:Ñëåäîâàòåëüíî,

p2 � p+ 1 � p02 + p0 + 1 (mod q) � �(p02; �) (mod q):
Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî �(p) = 1 äëÿ âñåõ p âçàèìíî ïðîñòûõ ñ
K. Âû÷åòû x; y 2 G(N), äëÿ êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí 1+x+x2 ïðèíèìàåòîäíî çíà÷åíèå, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

(x� y)(x+ y + 1) � 0 (mod q);
òî åñòü ëèáî îíè ñîâïàäàþò, ëèáî x � q�(y+1) (mod q), ÷òî äàåò (q+
1)=2 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷åòàì x = 1; 2; : : : ; q�12 ; q�
1: Åñëè q � 2 (mod 3), òî ñðåäè ýòèõ çíà÷åíèé íåò íóëÿ è ïîýòîìóîíè ïîðîæäàþò G(q).
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Åñëè N = qr è q � 2 (mod 3), òî R2(qr) ñîäåðæèò íå ìåíüøå
1 + '(qr)=2 ýëåìåíòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ïðè x 6= (q � 1)=2

(1 + x+ x2)0 6� 0 (mod q);
òî ñðàâíåíèå

x2 + x+ 1 � b (mod q)rðàçðåøèìî ïðè ëþáîì b � a (mod q), åñëè ðàçðåøèìî ñðàâíåíèå
x2 + x+ 1 � a (mod q);

÷òî äàåò '(qr)=2 ðàçëè÷íûõ â G(qr) çíà÷åíèé b.Åñëè q � 1 (mod 3), òî ìíîãî÷ëåí x2+x+1 èìååò äâà ðàçëè÷íûõêîðíÿ â G(q). Åñëè îäèí èç íèõ x0 (mod q), òî âòîðîé � �x0 � 1
(mod q). Ïîýòîìó cardR2(q) = (q � 1)=2.Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ q. Äîêàæåì, ÷òî R2(q)ñîäåðæèò ýëåìåíò âèäà g2k�1.Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà x2+xy+y2 ïðåäñòàâëÿåò 0 â ïîëå âû÷åòîâ ïîìîäóëþ q ïðè x = x0 è y = 1. Ñëåäîâàòåëüíî îíà ïðåäñòàâëÿåò ëþáîéýëåìåíò ýòîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò òàêèå x1 è y1 íå ðàâíûå 0,÷òî

x21 + x1y1 + y21 � g (mod q):Òîãäà äëÿ u � y�21 (mod q) è v � x1y�11 (mod q) ïîëó÷èì:
v2 + v + 1 � gu (mod q):

Íî u � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî
gu � g2k�1:

Òàêèì îáðàçîì, R2(q) ñîäåðæèò íå÷åòíûå ñòåïåíè g è íå ìîæåò áûòüïîäãðóïïîé G(q) èíäåêñà 2. Ñëåäîâàòåëüíî �2(q) = G(q).Ðàâåíñòâî �2(N) = G(N) äëÿ N = qr è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî N , íåäåëÿùåãîñÿ íà 6, äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è â [4].3) Ïóñòü 6jN . Òîãäà äëÿ ëþáîãî x 2 G(N)
x2 + x+ 1 � 1 (mod 6):

Íî ñðàâíåíèå x � 5 (mod 6) ðàçðåøèìî âG(N). Ñëåäîâàòåëüíî �2(N)åñòü ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà G(N). Íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî íå
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ñóùåñòâóåò ÷èñëà p, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1) òåîðåìûÀ. Ïóñòü p 6= 2: Òîãäà äëÿ ëþáîãî j � 1
2j�1X
k=0

�(pj)pj � 0 (mod 2):

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðàX ìîäóëÿ N X(�(p2j�1; �)) = 0. Ñëå-äîâàòåëüíî,
Sp def= 1 +

1X
j=1

X(�(pj ; �))
pj=2 = 1 +

1X
j=1

X(�(p2j ; �))
pj 6= 0;

òàê êàê ������
1X
j=1

X(�(p2j ; �))
pj

������ � 1
p� 1 �

1
2 :

Ïóñòü p = 2. Åñëè m (ìîäóëü õàðàêòåðà �) ÷åòíî, òî S2 = 2. Ïóñòü
m íå÷åòíî. Åñëè �(2) = 1, òî

�(22j�1; �) = 3 +
jX

k=2
(22k�2 + 22k�1) � 0 (mod 3):

Ñëåäîâàòåëüíî, X(�(22j�1; �)) = 0, åñëè j > 0. Íî �(22j ; �) = 1, åñëè
�(22j ; �) âçàèìíî ïðîñòî ñ N , è ðàâíî 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñëåäî-âàòåëüíî, S2 � 1. Åñëè æå �(2) = �1, òî X(�(22; �)) = 0 è S2 � 1=2.Èòàê, ïðîñòîãî ÷èñëà p, äëÿ êîòîðîãî Sp = 0 äëÿ ëþáîãî íåãëàâ-íîãî õàðàêòåðà, ðàâíîãî 1 íà �2(N), íå ñóùåñòâóåò.

� 3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ: T = exp(plnx); �0 = 1 +
2= lnx;

F (s;X) =
1X
n=1

X(�(n; �))
ns ; J(x; F ) = 1

2�i
Z

�0 � iTsi0 + iTF (s;X)x
s
s ds:
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Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ � è � îáîçíà÷èì ÷åðåç 
(�; �) îá-ëàñòü s-ïëîñêîñòè:
s = � + it � � �(t) = �� �

ln(2 + jtj) :Èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ ëåììó èç ðàáîòû [3].Ëåììà Äëÿ ëþáîãî a 2 G(N) ïðè x!1

S(x;N; a) = 1
'(N)J(x;X0) + 1

'(N)
X
X 6=X0

XJ(x;X) +O(x1=Me�c
pln x):

Èç ýòîé ëåììû âèäíî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîð-ìóë ñâîäèòñÿ ê àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå èíòåãðàëîâ J(x;X), êîòîðàÿ,â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè ëåììû íà ñ. 180 ðàáîòû [1],ïðèâåäåííàÿ â ñòàòüå [3] êàê òåîðåìà Á. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîé ëåììûíóæíî èçó÷èòü F (s;X).1) N íå÷åòíî. Òîãäà M = 1 è ïðè � > 1 èìååì:
F (s;X) =

Y
pjm

�
1� 1

ps
��1 Y

p6 jm

0@X
j�0

X(�(pj ; �))
pjs

1A :

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
�(s;X) =

Y
pjm

�
1� 1

ps
��1 Y

p6 jm

�
1� X(�(p; �))

ps
�X
j�0

X(�(pj ; �))
pjs :

Ýòà ôóíêöèÿ ðåãóëÿðíà ïðè � > 1=2, äëÿ ëþáîãî " > 0 îãðàíè÷åíàïðè � � 1=2 + " è íå ðàâíà 0 ïðè s = 1. Ôóíêöèÿ F (s;X) ìîæåò áûòüçàïèñàíà â âèäå:
F (s;X) = �(s;X)

Y
p6 jm

�
1� X(1 + �(p)p)

ps
��1

:

Ïîñëåäíåå ïðîèçâåäåíèå ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç L-ôóíêöèè Äè-ðèõëå õàðàêòåðîâ h ìîäóëÿ K. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
lnF (s;X) = ln� +

X
p6 jm

X(1 + �(p))
ps +

X
p6 jmk�2

Xk(1 + �(p))
pks : (4)
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Ïîñëåäíÿÿ ñóììà ðåãóëÿðíà ïðè � > 1=2 è äëÿ ëþáîãî " > 0 îãðà-íè÷åíà ïðè � � 1=2 + ". Ïåðâóþ ñóììó â ôîðìóëå (4) ïðåäñòàâèì ââèäå: X
p6 jm

X(1 + �(p))
ps =

X
x2G(K)

X
p�x (mod K)

X(1 + �(x)x)
ps : (5)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà õàðàêòåðîâ, ïîëó÷èì:X
p6 jm

X(1 + �(p))
ps =

X
h mod K

1
'(K)

X
x2G(K)

h(x)X(1 + �(x)x)
X
p

h(p)
ps :

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
z(X;h) = 1

'(K)
X

x2G(K)
h(x)X(1 + �(x)x) (6)

è ÷åðåç
	(s;X) = �

X
h
z(X;h)

X
p;k�2

h(pk)
kpks : (7)

Ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ òàêæå ðåãóëÿðíà ïðè � > 1=2 è îãðàíè÷åíà ïðè
� � 1=2 + ". Èç ôîðìóë (4)�(7) çàêëþ÷àåì:

F (s;X) = �1(s;X)
Y
h
fL(s; h)gz(X;h) ; (8)

ãäå ôóíêöèÿ �1 îáëàäàåò òàêèìè æå ñâîéñòâàìè, êàê è �. Ôîðìóëà(8) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ � > 0 è òàêàÿ ðåãóëÿðíàÿè íå îáðàùàþùàÿñÿ â íîëü â îáëàñòè 
(1; �) ôóíêöèÿ G(s;X), ÷òî
F (s;X) = G(s;X)(s� 1)�z(X;h0)

Íà îñíîâàíèå âûøå ïðèâåäåííîé ëåììû, à òàêæå ëåììû ðàáîòû [1](èëè òåîðåìû Á ðàáîòû [3]) ïîëó÷àåì: äëÿ ëþáîãî a 2 G(N) ïðè x!
1

S(x;N; a) = C x
(lnx)1�z(X0;h0) +O

� x
(lnx)1��

�
:

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà â ýòîì ñëó÷àå îñòàëîñü âû÷èñëèòü
z(X0; h0) Îáîçíà÷èì ýòó âåëè÷èíó ÷åðåç �.
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ÏðåäñòàâèìK â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ÷èñåë P; Q; è R òàê, ÷òîáû P ñîäåðæàëî ïðîñòûå ÷èñëà, íå äåëÿùèå
m; Q ñîñòîèò èç ïðîñòûõ, îáùèõ äëÿm èN , àR ñîñòàâëåíî èç ïðîñòûõäåëèòåëåé m, íå äåëÿùèõ N . Òîãäà

G(K) = G(P )�G(Q)�G(R);

à ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêöèè x 2 G(K) îáîçíà÷èì xP ; xQ è xR. Òîãäà
� = 1

'(K)
X
xP

X0(1 + �(x)xP )
X
xQ

X0(1 + �(x)xQ)
X
xR

X0(1 + �(x)xR):

Â ïåðâîé èç òðåõ ñóìì çíàê âåùåñòâåííîãî õàðàêòåðà íå ìåíÿåòñÿ.Ïðè ëþáîì åãî çíà÷åíèè ïîëó÷àåì
1

'(P )
X
xP

X0(1 + �(x)xP ) =
Y
pjP

p� 2
p� 1

Äàëåå ïðåäñòîèò ðàññìîòðåòü äâà âàðèâíòà: R = 1 è R 6= 1. Åñëè
R 6= 1, êàêîâî áû íè áûëî ÷èñëî q, äåëÿùåå Q, äëÿ ëþáîãî âû÷åòà
xQ � �1 (mod q) íàéäåòñÿ '(R)=2 òàêèõ âû÷åòîâ xR, ÷òî äëÿ ñîîò-âåòñòâóþùåãî x 2 G(K) áóäåì èìåòü �(x) = 1. Òàêæå è äëÿ xQ � 1
(mod q) íàéäåòñÿ ñòîëüêî æå âû÷åòîâ xR, ÷òî �(x) = �1 äëÿ ñîîò-âåòñòâóþùåãî x. Ïîýòîìó, åñëè R 6= 1, òî

� =
Y
qjPQ

q � 2
q � 1 :

Ïóñòü òåïåðü R = 1. Íàì íóæíî âû÷èñëèòü âòîðóþ èç òðåõ ñóìì ââûðàæåíèè äëÿ � ïðè óñëîâèè, ÷òî òðåòüÿ ñóììà îòñóòñòâóåò. Òàê êàêçíà÷åíèå ýòîé ñóììû íå çàâèñèò îò òîãî, áóäåò ëè P = 1 èëè íåò, äëÿóäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P = 1 è xQ = x. Îáîçíà÷èì ýòó ñóììó÷åðåç V è ðàçîáüåì åå íà äâå ÷àñòè � íà V +, ñîäåðæàùóþ ñëàãàåìûåñ �(x) = 1, è V �, ñîäåðæàùóþ ñëàãàåìûå ñ �(x) = �1. Îáîçíà÷èì÷åðåç �i ïîêàçàòåëü, ñ êîòîðûì ïðîñòîå ÷èñëî qi âõîäèò â Q. ×òîáûâû÷èñëèòü V + íóæíî èç '(Q)=2 ýëåìåíòîâ ïîäãðóïïû G(Q) èíäåêñà2 âû÷åñòü êîëè÷åñòâî òåõ åå ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ
x � �1 (mod qi); (9)
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õîòÿ áû äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ i. Ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî
1
2

uX
i=1

'(Q)
qi � 1 :

Ïðè ýòîì òå âû÷åòû, äëÿ êîòîðûõ ñðàâíåíèå (9) èìååò ìåñòî äëÿ äâóõðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ i è j, áóäóò ó÷òåíû äâàæäû, è êîëè÷åñòâî òàêèõýëåìåíòîâ, ðàâíîå
1
2
X
i 6=j

'(Q)
'(qiqj) ;

íåîáõîäèìî âåðíóòü, è òàê äàëåå. Åñëè ïðè ýòîì b1, êîëè÷åñòâî qi �
�1 (mod 4), ÷åòíî, òî ñðåäè âû÷åòîâ x 2 G(Q) ñ óñëîâèåì �(x) =
1 èìååòñÿ òàêèå, äëÿ êîòîðûõ ñðàâíåíèå (9) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõäåëèòåëåé qi ÷èñëà Q. Êîëè÷åñòâî èõ ðàâíî q�1�11 � � � q�u�1u . Åñëè æå
b1 íå÷åòíî, òî òàêèõ âû÷åòîâ íåò. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåííóþíà ñ. 178 âåëè÷èíó �1(N), áóäåì èìåòü

� =
Y
qjQ

q � 2
q � 1 �

(�1)u�1(N)
'(q1 � � � qu)

Èç âñåãî ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïîêàçàòåëü � îïðå-äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2) íà ñ. 178. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî òåî-ðåìû 2 â ñëó÷àå íå÷åòíîãî N çàâåðøåíî.2) N ÷åòíî, íî íå êðàòíî 3. Íàì óæå èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
M = 2. Ïîêàçàòåëü z(X;h) èìååò âèä

z(X;h) = 1
'(K)

X
x2G(K)

h(x)X(x2 + �(x)x+ 1):

Îáîçíà÷èì ÷åðåç � = �(N) = z(X0; h0). Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïåðâî-ìó ñëó÷àþ, âûâåäåì, ÷òî ñóùåñòâóþò � > 0 è ðåãóëÿðíàÿ è íå îáðà-ùàþùàÿñÿ â 0 â îáëàñòè 
( 12 ; �) ôóíêöèÿ G(s;X), ÷òî
F (s;X) = G(s;X)

�
s� 1

2
�z(X;h0)

:

Ïðèìåíÿÿ ëåììó ðàáîòû (1) (òåîðåìó Á ðàáîòû [3]) ïîëó÷èì óòâåðæäåíèåòåîðåìû è â ýòîì ñëó÷àå. Äëÿ çàâåðøåíèÿ òåîðåìû îñòàëîñü óáåäèòü-ñÿ, ÷òî ïîêàçàòåëü � âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3).
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Çàìåòèì, ÷òî ñðàâíåíèå
x2 + �(x)x+ 1 � 0 (mod q)

ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
q � 1 (mod 3): (10)

Êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå, ïðåäñòàâèìK â âèäåK = PQR ñ òîé ðàçíèöåé,÷òî â Q âîçüìåì ñòåïåíè ëèøü òåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé (N;m), äëÿêîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå (10). Ñòåïåíè æå îñòàëüíûõ ïðîñòûõäåëèòåëåé ýòîãî ÷èñëà îòíåñåì ê R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f+(x) = x2+x+1è f�(x) = x2�x+1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî çíàê �(x) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿêîìïîíåíòîé xPQ, ïîëó÷èì
� = 1

'(K)
X+X0(f+(xQR))

X
xP2G(P )

X0(f+(xP ))+

+
X�X0(f�(xQR))

X
(xP2G(P )

X0(f�(xP )):

Ïîâèäèìîìó, ïîíÿòíî, ÷òî ñóììà ñ ïëþñîì îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèåïî òåì ýëåìåíòàì ãðóïïû G(QR), íà êîòîðûõ �(x) = 1, à ñóììà ñ ìè-íóñîì � ïî òåì, äëÿ êîòîðûõ �(x) = �1. Âíóòðåííèå ñóììû óæå íåçàâèñÿò îò õàðàêòåðà è ëåãêî ïðîñ÷èòûâàþòñÿ. Èõ çíà÷åíèÿ îäèíàêî-âû è ìû èõ îáîçíà÷èì ÷åðåç �P , ïðè÷åì
�P =

Y
qjPq�1 mod 3

q � 3
q � 1 :

Îáîçíà÷àÿ âíåøíèå ñóììû âìåñòå ñ êîýôôèöèåíòîì 1='(QR), êàê èðàíüøå, ÷åðåç V + è V �, èìååì:
� = �P (V + + V �):

Åñëè qjQ, òî êàæäîå èç ñðàâíåíèé
x2 + x+ 1 � 0 (mod q) (11)

è
x2 � x+ 1 � 0 (mod q) (12)
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èìååò äâà ðåøåíèÿ. Åñëè � � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü, ñ êîòîðîé q�äåëèò Q, òî ñóùåñòâóåò q��1 âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ q�, óäîâëåòâîðÿþùèõñðàâíåíèþ (11), è ñòîëüêî æå äëÿ ñðàâíåíèÿ (12).Ïóñòü q1; : : : ; qk � âñå ïðîñòûå äåëèòåëè Q, è �1; : : : ; �k � ñîîòâåò-ñòâóþùèå ñòåïåíè, ñ êîòîðûìè îíè âõîäÿò â Q. Åñëè R 6= 1, òî
V + = 1

2

0@1�
kX
i=1

2q�i�1
'(q�i) +

X
i 6=j

22q�i�1i q�j�1j
'(q�ii q�jj ) � : : :+

+(�1)k2kq�1�11 � � � q�k�1k
'(Q)

!
= 1

2
kY
i=1

qi � 3
qi � 1 :

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ è äàåò òî æå çíà÷åíèå è V �. Òàêèì îáðàçîì,åñëè (N;m) ñîäåðæèò ïðîñòûå äåëèòåëè, ëèáî íå óäîâëåòâîðÿþùèåñðàâíåíèþ (10), ëèáî íå äåëÿùèå N (ò. å. R 6= 1), òî
� =

Y
qjNq�1 mod 3

q � 3
q � 1 :

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé R = 1, ò. å. âñå ïðîñòûå äåëèòåëè mäåëÿò N è óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ (10). Â ýòîì ñëó÷àå â G(Q) ñó-ùåñòâóåò 2kq�1�11 � � � q�k�1k âû÷åòîâ x ñ óñëîâèåì �(x) = 1, òàê êàê,åñëè x óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ (11), òî îí ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûìâû÷åòîì ïî ìîäóëþ q. À â âèäó òîãî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûìâû÷åòîì ïî âñåì ïðîñòûì äåëèòåëÿì ÷èñëà m, òî �(x) = 1. Ñëåäîâà-òåëüíî
V + = 1

2

0@1�
kX
i=1

2q�i�1
'(q�i) + : : :+

kX
i=1

(�1)k�1
Y
j 6=i

q�j�1j
'(q�jj )

1A+

+(�1)k2kq�1�11 � � � q�k�1k
'(Q) :

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ V � ðàññìîòðèì âû÷åòû x, óäîâëåòâîðÿþùèå ñðàâ-íåíèþ (12) äëÿ âñåõ qjQ. Òàêèå âû÷åòû óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ
x3 � �1 (mod q):
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Ñëåäîâàòåëüíî x áóäåò êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ q â òîìè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè q � 3 (mod 4). Ïîýòîìó �(x) = �1 ëèøüâ òîì ñëó÷àå, åñëè êîëè÷åñòâî òàêèõ q íå÷åòíî. Òàê êàê ýòè q åùåóäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ (10), òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå
q � 7 (mod 12)

Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé (N;m) íà ñ. 178 áûëî îáîçíà÷åíî÷åðåç b2.Èòàê, åñëè b2 ÷åòíî, òî âû÷åòîâ x ñ óñëîâèåì �(x) = �1 è óäîâëå-òâîðÿþùèõ ñðàâíåíèþ (12) äëÿ âñåõ qjQ íåò. Ñëåäîâàòåëüíî,
V � = 1

2

0@1�
kX
i=1

2q�i�1
'(q�i) + : : :+

kX
i=1

(�1)k�1
Y
j 6=i

q�j�1j
'(q�jj )

1A :

Ñêëàäûâàÿ ýòî ñ V +, ïîëó÷èì
� = �P

Y
qjQ

q � 3
q � 1 ;

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå (3) äëÿ ñëó÷àÿ �2(N) = 0.Åñëè æå b2 íå÷åòíî, òî êîëè÷åñòâî âû÷åòîâ, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü âïðåäûäóùåì àáçàöå, ðàâíî 2kqal1�11 � � � q�k�1k ='(Q). Ïîýòîìó V + = V �è
� = �P

0@Y
qjQ

q � 3
q � 1 + (�2)k

'(q1 � � � qk)

1A ;

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå (3) â ñëó÷àå �2(N) = 1. Ýòèì è çàâåðøà-åòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.
R�esum�e

The necessary and su�cient condition of weak uniformly distributionin residue classes for generalized function of a sum of divisors �(n; �) areobtained. The assimptotic formulaes for values distribution of �(n; �) areproved too.



Îáîáùåííàÿ ñóììà äåëèòåëåé 189

Ëèòåðàòóðà
[1] Øèðîêîâ Á. Ì. Ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé â

êëàññàõ âû÷åòîâ//Çàï. íàó÷. ñåìèíàðîâ ËÎÌÈ. 1983. Ò.121. Ñ.176�186.[2] Narkievicz W. On Distribution of Velues of multiplicative Functions in

Residue Classes// Acta Arithm. 1967. V.12 No3. P.269�279.[3] Øèðîêîâ Á. Ì. Ðàñïðåäåëåíèå d(n; !) â êëàññàõ âû÷åòîâ// Òðóäû ÏÃÓ,ñåðèÿ �ìàòåìàòèêà�. 1995. Âûï.2. Ñ.136�144.[4] Sliva J. On Distribution of Values of �(n) in Residue Classes// Coll. Math.1973. V.XXVII. Fasc.2. P.283�291.


