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Â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåòðàêöèé äâóìåðíîãî
êâàäðàòà ãîìåîìîðôíî ãèëüáåðòîâîìó ïðîñòðàíñòâó l2.

Â ïðîñòðàíñòâå C(X) íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé êîìïàêòà â ñåáÿ,
íàäåëåííîì êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé, âûäåëèì ïîäïðîñòðàí-
ñòâî R(X), ñîñòîÿùåå èç îòîáðàæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ôóíêöèî-
íàëüíîìó óðàâíåíèþ f � f = f . Ïðîñòðàíñòâî R(X) íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâîì ðåòðàêöèé êîìïàêòà X.

Äëÿ êîìïàêòíîãî Q-ìíîãîîáðàçèÿ X ëîêàëüíîå ñòðîåíèå òîïîëî-
ãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà R(X) ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíî. Ñàêàè äîêàçàë,
÷òî R(X) åñòü l2-ìíîãîîáðàçèå.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðîáëåìà ãðóïïû ãîìåîìîðôèçìîâ ðåøå-
íà ïîëíîñòüþ äëÿ îäíîìåðíûõ, äâóìåðíûõ è áåñêîíå÷íîìåðíûõ êîì-
ïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé. Âîïðîñ î ñòðîåíèè ïðîñòðàíñòâà R(X) âîçíèê
êàê àíàëîã óïîìÿíóòîé ïðîáëåìû. Ãîìåîìîðôíî ëè ãèëüáåðòîâó ïðî-
ñòðàíñòâó l2 ïðîñòðàíñòâî R(In), ãäå In îáîçíà÷àåò n-ìåðíûé êóá [2]?

Â. Í. Áàñìàíîâ è À. Ã. Ñàâ÷åíêî äàëè ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà
ýòîò âîïðîñ ïðè n = 1.Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ýòîò ðåçóëüòàò äîêàçàí
äëÿ n = 2.

Òåîðåìà 1. Ïðîñòðàíñòâî R(I2) ãîìåîìîðôíî l2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîðôèç-
ìîâ êâàäðàòà I2 â ñåáÿ â êîìïàêêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèè. Íà ìíî-
æåñòâå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé êâàäðàòà â ñåáÿ ââåäåì îòíîøå-
íèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîëàãàÿ f � g, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì
h 2 H òàêîé, ÷òî f = h�1 � g � h. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîäìíî-
æåñòâî C0 ìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé êâàäðàòà I2 â ñåáÿ
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òàêîå, ÷òî îòîáðàæåíèå F : C0 � H ! C ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.
Îòîáðàæåíèå F îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

F (c0; h) = h�1 � c0 � h

äëÿ îòîáðàæíèé c0 2 C0; h 2 H.
Ïîëîæèì

P = fg : g 2 R(I2); g 2 C0g:

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå � : P �Hq ! R(I2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�(p; h) = h�1 � p � h

äëÿ ðåòðàêöèé p 2 P . Îòîáðàæåíèå � îïðåäåëåíî êîððåêòíî, òî åñòü
�(p; h) ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêöèåé.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå � : R(I2) ! P � H òàêèì îáðàçîì.Äëÿ
r 2 R(I2) ïóñòü F�1(r) = (c0; h), ãäå c0 2 C0; h 2 H

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå c0 ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêöèåé êâàäðàòà,
îòêóäà ñëåäóåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ �. Ïðîâåðèì,
÷òî îòîáðàæåíèÿ � è � ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè ãîìåîìîðôèç-
ìàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü r 2 R(I2)� ïðîèçâîëüíàÿ
ðåòðàêöèÿ. �(r) = (c0; h), ãäå c0 2 C0; h 2 H, (c0; h) = F�1(r). Òî-
ãäà �(�(r)) = �(c0; h) = h�1 � c0 � h = r. Ñëåäîâàòåëüíî, � � � åñòü
òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà R(I2).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî R(I2) ëîêàëüíî l2- ñòàáèëüíî, òî åñòü
ó êàæäîé òî÷êè r ñóùåñòâóåò îêðåñòíîòü G � R(I2), äëÿ êîòîðîé
G� l2 ' G.

Ïóñòü �(r) = (c0; h); 0 2 P; h 2 H. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî H ãî-
ìåîìîðôèçìîâ êâàäðàòà I2 â ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ l2- ìíîãîîáðàçèåì ([3],
ñ.152), ó òî÷êè h åñòü îêðåñòíîñòü O â H, ãîìåîìîðôíàÿ l2. Âîçüìåì
G = �(O � P ). Èìååì

G ' P �O ' P � l2 ' P � l2 � l2 ' G� l2:

Ëîêàëüíàÿ l2-ñòàáèëüíîñòü R(I2) óñòàíîâëåíà.

Ëåììà 1. R(I2) 2 ANR.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàáîòû [2] äîñëîâíî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé
ïðîñòðàíñòâà R(I2). 2

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî R(I2) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì
òîïîëîãè÷åñêè ïîëíîãî ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà C. Ñëåäîâà-
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òåëüíî, R(I2) òîïîëîãè÷åñêè ïîëíî è ñåïàðàáåëüíî. Èç ëåììû 1 è
èç ñîîòíîøåíèÿ R(I2) ' P � H èìååì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî P ÿâëÿåò-
ñÿ ANR-ïðîñòðàíñòâîì ([5]). Íàêîíåö, ïðîñòðàíñòâî G ïðèíàäëåæèò
êëàññó ANR êàê ïðîèçâåäåíèå ANR-ïðîñòðàíñòâ P è l2.

Ïðèìåíèì ê ïðîèçâåäåíèþ ïðîñòðàíñòâ G� l2 ' G òåîðåìó Òîðóí-
÷èêà î òîì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå òîïîëîãè÷åñêè ïîëíîãî ñåïàðàáåëüíîãî
ANR- ïðîñòðàíñòâà íà l2 ÿâëÿåòñÿ l2- ìíîãîáðàçèåì. Ââèäó ïðîèç-
âîëüíîñòè òî÷êè r 2 R(I2), ïðîñòðàíñòâî R(I2) ÿâëÿåòñÿ l2- ìíîãîîá-
ðàçèåì. Èç ðåçóëüòàòîâ Áîðñóêà [1] ñëåäóåò, ÷òî R(I2) ñòÿãèâàåìî. À
ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå Õåíäåðñîíà [4] l2- ìíîãîîáðàçèå îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîèì ãîìîòîïè÷åñêèì òèïîì, òî R(I2) ' l2. Òåîðåìà äîêàçàíà. 2

R�esum�e

It is proved that Hilbert space l2 is a space of retractions of the disk.
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