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Î ÂÅÑÅ ÍÈÃÄÅ ÍÅ ÏËÎÒÍÛÕ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂ

Ì. À. Êîíîíîâà

Â ðàáîòå À. Â. Èâàíîâà [2] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå nd-âåñà ïðî-
ñòðàíñòâà. Äàííàÿ ñòàòüÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ äàëüíåéøåå èññëå-
äîâàíèå ýòîãî êàðäèíàëüíîçíà÷íîãî èíâàðèàíòà. Â ñòàòüå ðàñ-
ñìîòðåíû ñîîòíîøåíèÿ nd-âåñà, âåñà, ïëîòíîñòè, à òàêæå ÷èñ-
ëà Ñóñëèíà. Ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ nd-âåñà ñóììû è ïðîèçâåäå-
íèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î òîì,
÷òî nd-âåñ íå âîçðàñòàåò ïðè îòêðûòûõ îòîáðàæåíèÿõ. Ïîñòðî-
åí êîíòðïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðè çàìêíóòûõ îòîáðàæå-
íèÿõ nd-âåñ ìîæåò âîçðàñòàòü. Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î ñóùå-
ñòâîâàíèè íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ êîìïàêòà ïðîèçâîëüíîãî
nd-âåñà â êîìïàêò ìåíüøåãî nd-âåñà. Â ðàáîòå ïðèâåäåí ïðè-
ìåð íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ êîìïàêòîâ áåç èçîëèðîâàííûõ
òî÷åê, óìåíüøàþùåãî nd-âåñ.

Îïðåäåëåíèå 1. nd-âåñîì ndw(X) òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X
íàçûâàåòñÿ êàðäèíàëüíîå ÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå

ndw(X) = sup{w(F ) : F ⊂ X, Int[F ] = ∅}.

Î÷åâèäíî, ÷òî nd-âåñ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê âåðõíþþ ãðàíü âåñîâ
çàìêíóòûõ íèãäå íå ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ. Èç îïðåäåëåíèÿ nd-âåñà
ñðàçó ñëåäóåò åãî ìîíîòîííîñòü, à òàêæå íåðàâåíñòâî ndw(X) ≤ w(X).

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü f : X → Y � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå X íà
Y . Òîãäà ndw(Y ) ≤ ndw(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � íèãäå íå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî Y .
Òîãäà f−1(F ) íèãäå íå ïëîòíî â X. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó F çà-
ìêíóòî è Int(F ) = ∅, òî f−1(F ) çàìêíóòî è Int(f−1(F )) = ∅. Äàëåå,
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ïîñêîëüêó f îòêðûòî, òî è ñóæåíèå fF : f−1(F ) → F îòêðûòî. Ñëåäî-
âàòåëüíî, w(f−1(F )) ≥ w(F ) (ñì. [5, ñ. 63]). Çíà÷èò,

w(F ) ≤ w(f−1(F )) ≤ ndw(X),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ndw(Y ) ≤ ndw(X). 2

Ïðèìåð. Ñóùåñòâóåò f : X → Y � çàìêíóòîå îòîáðàæåíèå X íà Y ,
òàêîå, ÷òî ndw(Y ) > ndw(X).

Ïóñòü X = R2 è M = {(x, y) ∈ X : x = n, n ∈ N}. Ðàññìîò-
ðèì íà X ðàçáèåíèå R, åäèíñòâåííûì íåòðèâèàëüíûì ýëåìåíòîì êî-
òîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî . Ïóñòü Y = X/R è f : X → Y � ñîîò-
âåòñòâóþùèå ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî è ôàêòîð-îòîáðàæåíèå. Ñåìåéñòâî
σY = {A : f−1(A) } îïðåäåëÿåò çàìêíóòóþ òîïîëîãèþ íà Y . Äîêà-
æåì, ÷òî f � çàìêíóòîå îòîáðàæåíèå. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè y ∈ Y è äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî â X ìíîæåñòâà U òàêîãî,
÷òî f−1(y) ⊂ U , íàéäåòñÿ îòêðûòîå â Y ìíîæåñòâî V , äëÿ êîòîðîãî
y ∈ V è f−1(V ) ⊂ U.

Ïóñòü ñíà÷àëà y = y0. Ïîñêîëüêó f−1(y) ⊂ U , òî U ⊃ M . Ïî
îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ f èìååì f(U) = (U \M) ∪ {y0}. Ïîëîæèì
V = f(U). ßñíî, ÷òî f−1(V ) = U . Ïóñòü òåïåðü y 6= y0. Òîãäà y ∈
R2 \ M . Ïîñòðîèì îòêðûòîå â ìíîæåñòâî V òàêîå, ÷òî V ∩ M = ∅,
y ∈ f(V ) = V è V ⊂ U (òàêîå V âñåãäà ñóùåñòâóåò). Òàêèì îáðàçîì,
f−1(V ) ⊂ U . Ñëåäîâàòåëüíî, f � çàìêíóòîå îòîáðàæåíèå.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
F = {(x, y) : x 6= n, y = const, n ∈ N} ∪ {y0}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî F íèãäå íå ïëîòíî â Y . Êðîìå òîãî, w(F ) = . Ýòî
óòâåðæäåíèå ôàêòè÷åñêè äîêàçàíî â [5], îäíàêî, äëÿ ïîëíîòû èçëîæå-
íèÿ, ïðèâåäåì åãî äîêàçàòåëüñòâî. Îòîæäåñòâèì F ñ ïðîñòðàíñòâîì,
ðàññìîòðåííûì â [5]: R \ N ∪ {y0}. Çíà÷èò, â F îêðåñòíîñòè òî÷êè y0

èìåþò âèä Oy0 = (V \ N) ∪ {y0}, ãäå V ⊃ N, è V îòêðûòî íà ïðÿìîé.
Â òî÷êå y0 íå ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîé áàçû. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îêðåñòíîñòåé (Ui \N)∪ {y0} òî÷êè
y0. Äëÿ êàæäîãî Ui âûáåðåì ïî òî÷êå xi ∈ (Ui \N), xi > i. Ìíîæåñòâî
U = R\{x1, x2, . . .} îòêðûòî íà ïðÿìîé è ñîäåðæèò N. Òàêèì îáðàçîì,
Oy0 = (U \ N) ∪ {y0} � îêðåñòíîñòü òî÷êè y0. Íî òîãäà íè îäíî èç
ìíîæåñòâ (Ui \ N) ∪ {y0} íå ñîäåðæèò Oy0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìîò-
ðåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îêðåñòíîñòåé áàçîé â òî÷êå y0 íå ÿâëÿåòñÿ
è, çíà÷èò, χ(F ) > ω0.
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Èòàê, w(F ) = , ñëåäîâàòåëüíî, ndw(Y ) = , â òî âðåìÿ êàê ndw(X) ≤
w(X) = ω0.

Óòâåðæäåíèå 2. nd-âåñ íå ìóëüòèïëèêàòèâåí.
Êîíòðïðèìåð. Ïóñòü X1 � ïðÿìàÿ ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé, X2 �

ïðÿìàÿ ñ èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèåé. Òîãäà ndw(X1) = 0 è ndw(X2) =
ω0. Íî åñëè X = X1 ×X2, òî ndw(X) = c. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî
F = {(x1, x2) : x2 = const} ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì â è w(F ) = c.
Íàèëó÷øóþ îöåíêó â ýòîì ñëó÷àå äàåò íåðàâåíñòâî ndw(X1 ×X2) ≤
max(w(X1), w(X2)), òàê êàê ndw(X1 × X2) ≤
≤ w(X1 ×X2) ≤ max(w(X1), w(X2)) (ñì. [5, ñ. 133]).
Óòâåðæäåíèå 3. Ñâîéñòâî ¾nd-âåñ ≤ µ¿ ÿâëÿåòñÿ µ-àääèòèâûì ïðè
µ ≥ ω0. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ndw(
⊕

s∈S

Xs) ≤ sup(ndw(Xs), |S|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî ñâîéñòâî ¾âåñ ≤ µ¿ ÿâëÿåòñÿ µ-àääèòèâûì ïðè µ ≥ ω0 (ñì. [5,
ñ. 125]), è äëÿ êàæäîãî F , íèãäå íå ïëîòíîãî â

⊕
s∈S Xs, ìíîæåñòâà

Fs = F∩Xs ÿâëÿþòñÿ íèãäå íå ïëîòíûìè ñîîòâåòñòâåííî â Xs. Çàìå÷à-
íèå î ìîùíîñòè S íåëüçÿ îïóñòèòü. Òàê, íàïðèìåð, åñëè â êà÷åñòâå Xs

âçÿòü ¾ñâÿçíîå äâîåòî÷èå¿ (ñì. [1, ñ. 103]), à èíäåêñèðóþùåå ìíîæå-
ñòâî S ìîùíîñòüþ c, òî ìû ïîëó÷èì, ÷òî nd-âåñ êàæäîãî ñëàãàåìîãî
ðàâåí 1, à nd-âåñ ñóììû � c. 2

×òî êàñàåòñÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ndw(X), c(X), d(X), âîçìîæíû
ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

1) ndw(X) = d(X) = c(X). Â êà÷åñòâå X äîñòàòî÷íî âçÿòü ïðÿìóþ
ñ èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèåé. Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñîîò-
íîøåíèÿ: ndw(X) = d(X) = c(X) = ω0;

2) ndw(X) > d(X) = c(X). Â êà÷åñòâå X äîñòàòî÷íî âçÿòü ïðî-
ñòðàíñòâî ¾äâå ñòðåëêè¿. Íàïîìíèì, ÷òî X ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå X = C0 ∪ C1 ⊂ R2, ãäå C0 = {(x, 0) : 0 < x ≤ 1} è
C1 = {(x, 1) : 0 ≤ x < 1} (ñì. [5, ñ. 318]). Ðàññìîòðèì íà C0 êàí-
òîðîâî ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî (ñì. [1, ñ. 138]), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
íèãäå íå ïëîòíûì â X, ïðè÷åì â äàííîì ñëó÷àå åãî âåñ ðàâåí c.
Ñëåäîâàòåëüíî, ndw(X) = c. Òîãäà êàê d(X) = c(X) = ω0;
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3) ndw(X) < d(X) = c(X). Â êà÷åñòâå X äîñòàòî÷íî âçÿòü ïðî-
èçâîëüíîå äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî. ßñíî, ÷òî äèñêðåòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íå ñîäåðæèò íåïóñòûõ íèãäå íå ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ.
Çíà÷èò, ndw(X) = 0, â òî âðåìÿ êàê d(X) = c(X) = |X|.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü f : X → Y � ñîâåðøåííîå îòîáðàæåíèå X
íà Y . Òîãäà ndw(Y ) ≤ ndw(X).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëåíî â [2].
Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü � êîìïàêò, Y � õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî è f :
X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå X íà Y . Òîãäà ndw(Y ) ≤ ndw(X).

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ëþáûõ äâóõ êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë λ, µ : µ ≥ λ
ñóùåñòâóþò êîìïàêòû X è Y òàêèå, ÷òî X ìîæíî íåïðåðûâíî îòîá-
ðàçèòü íà Y è ndw(X) = µ, ndw(Y ) = λ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = (ω0 + 1)× (µ + 1), Y = (ω0 + 1)× (λ +
1), ãäå ω0 + 1, µ + 1, λ + 1 � ïðîñòðàíñòâà îðäèíàëîâ ñ ïîðÿäêîâîé
òîïîëîãèåé. Ïóñòü f � îòîáðàæåíèå ñæàòèÿ:

f(α, β) =
{

(α, β) β < λ,
(α, λ) β ≥ λ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî f íåïðåðûâíî â ëþáîé òî÷êå X, à òàêæå ndw(X) =
µ, ndw(Y ) = λ. 2

Ïðèìåð. Ñóùåñòâóåò f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå X íà Y ,
ãäå X, Y � êîìïàêòû áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, òàêîå, ÷òî ndw(Y ) <
ndw(X).

Ïóñòü Y � îòðåçîê [0, 1] ñ èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèåé. � ñâîáîäíîå
ïðîèçâåäåíèå Y íà îòðåçîê [0, 1] íàä òî÷êîé y0 = 0: X = Y ¦(I, y0) (ñì.
[4, ñ. 8]; [3, ñ. 22]). Íàïîìíèì, ÷òî äàííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ñòðîèòñÿ íà ìíîæåñòâå X = Y × I ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäîé
òî÷êå y ∈ Y ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå Iy = [0, 1]× {y}. Ïóñòü x ∈ X, V
� îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Iy, ñîäåðæàùåå x. Åñëè 0 /∈ V , òî îêðåñò-
íîñòüþ x â X ÿâëÿåòñÿ V. Åñëè 0 ∈ V, òî îêðåñòíîñòü x èìååò âèä
(U \ {y})× [0, 1] ∪ V, ãäå U � îêðåñòíîñòü òî÷êè y â Y.

Çàìåòèì, ÷òî w(X) = c. Ìíîæåñòâî F = {(x, y) : y = c0, c0 6= 0}
ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì â , è w(F ) = c, òàê êàê èíäóöèðîâàííàÿ
òîïîëîãèÿ íà F äèñêðåòíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ndw(X) = c. Â òî âðåìÿ
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êàê ndw(Y ) = ω0. Îòîáðàæåíèå f : X → Y � ïðîåêöèÿ êâàäðàòà íà
îòðåçîê [0, 1].

R�esum�e

In this paper we study the nd-weight of topological spaces. The relations
between nd-weight, weight, density and cellularity are studied. The estimates
for the nd-weight of the sum and the product of topological spaces are adduced.
The problem of nd-weight increase at mappings is analysed, including the case
of compact spaces.
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