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ÎÖÅÍÊÈ ÐÀÇÍÎÑÒÅÉ ÐÅØÅÍÈÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ
ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ÁÀÍÀÕÎÂÎÌ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Â. Â. Ìîñÿãèí

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû îöåíêè ðàçíîñòè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå Áàíàõà.

1. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçî-
âàíî â äàëüíåéøåì äëÿ îöåíêè ðàçíîñòè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå Áàíàõà.
Ëåììà 1. [1] Ïóñòü v(t) � íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè t ≥ t0 íåðàâåíñòâó

v(t) ≤ α +

t∫

t0

[β + γv(τ)] dτ,

ãäå α ≥ 0, β ≥ 0, γ > 0. Òîãäà v(t) ïðè t ≥ t0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó

v(t) ≤ β

γ
(eγ(t−t0) − 1) + αeγ(t−t0).

Íèæå âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàííûå ôóíêöèè â èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèÿõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, ïðè êîòîðûõ ýòè óðàâíåíèÿ
îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû â ðàññìàòðèâàåìûõ îáëàñòÿõ.

2. Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå èíòåãðàëü-
íîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà

x(t) = h(t) +

t∫

0

K(t, s, x(s)) ds, (1)

c© Â. Â. Ìîñÿãèí, 2005



18 Â. Â. Ìîñÿãèí

ãäå x ∈ E, h è K � E-çíà÷íûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà R+ è D×E
ñîîòâåòñòâåííî, ãäå D = {(t, s) ∈ R2|0 ≤ s ≤ t}, R+ = [0,∞). Ïóñòü
|| · || � íîðìà â E.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèè h è K â óðàâíåíèè óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì:

1) h(t) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà R+;
2) K(t, s, x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â îáëàñòè D × E, è ïóñòü â

ýòîé îáëàñòè K(t, s, x) ∈ Lipx(L,D × E), òî åñòü

||K(t, s, x1)−K(t, s, x2)|| ≤ L||x1 − x2||, (2)

ãäå L > 0, (t, s, x1), (t, s, x2) ∈ D × E.
Äàëåå, ïóñòü x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), à y(t) � ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ

y(t) = g(t) +

t∫

0

K(t, s, y(s)) ds, (3)

ãäå g(t) � íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ íà R+ ôóíêöèÿ.
Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||x(t)− y(t)|| ≤ sup
t∈R+

||h(t)− g(t)||eLt. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû äëÿ t ∈ R+ âûïîëíåíû ðà-
âåíñòâà

x(t) = h(t) +

t∫

0

K(t, s, x(s)) ds (5)

y(t) = g(t) +

t∫

0

K(t, s, y(s)) ds. (6)

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

||x(t)− y(t)|| ≤ sup
t∈R+

||x(t)− y(t)||+ L

t∫

0

||x(s)− y(s)|| ds.
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Îòñþäà, â ñèëó ëåììû 1, ïîëó÷àåì îöåíêó (4). Òåîðåìà äîêàçàíà. 2

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E çàäàíû èíòåãðàëü-
íûå óðàâíåíèÿ

x(t) =

t∫

0

K0(t, s, x(s)) ds, (7)

y(t) =

t∫

0

K0(t, s, y(s)) ds +

t∫

0

K1(t, s, y(s)) ds, (8)

ãäå ôóíêöèè K0(t, s, x) è K1(t, s, y) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â îáëà-
ñòè D × E, è ïóñòü â ýòîé îáëàñòè

K0(t, s, x) ∈ Lipx(λ,D × E), K1(t, s, y) ∈ Lipy(λ,D × E);

ïóñòü, êðîìå òîãî, ||K1(t, s, y)|| ≤ β äëÿ âñåõ (t, s, y) ∈ D × E.
Òîãäà äëÿ ðàçíîñòè ðåøåíèé x(t) è y(t) ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèé (7)
è (8) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

||x(t)− y(t)|| ≤ β

λ
(eλt − 1). (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ t ∈ R+ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

x(t) =

t∫

0

K0(t, s, x(s)) ds,

y(t) =

t∫

0

K0(t, s, y(s)) ds +

t∫

0

K1(t, s, y(s)) ds.

Ñëåäîâàòåëüíî,

||x(t)− y(t)|| ≤
t∫

0

(β + λ||x(t)− y(t)|| ds.

Îòñþäà, â ñèëó ëåììû 1, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (9). Òåîðåìà äîêàçà-
íà. 2
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3. Äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Óðûñîíà â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå E ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E çàäàíû èíòåãðàëü-
íûå óðàâíåíèÿ

x(t) =

T∫

0

H(t, s, x(s)) ds, (10)

y(t) =

T∫

0

H(t, s, y(s)) ds +

T∫

0

R(t, s, y(s)) ds, (11)

ãäå H(t, s, x) è R(t, s, y) � E-çíà÷íûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå è íåïðå-
ðûâíûå â îáëàñòè G×E, G = {(t, s) ∈ R2|0 ≤ s ≤ t, t ∈ [0, T ]}, è ïóñòü
â ýòîé îáëàñòè H(t, s, x) ∈ Lipx(r,G × E), R(t, s, y) ∈ Lipy(l, G × E) è
ïóñòü, êðîìå òîãî, ||R(t, s, y)|| ≤ δ äëÿ âñåõ (t, s, y) ∈ G× E.
Òîãäà äëÿ ðàçíîñòè ðåøåíèé x(t) è y(t) ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèé (10)
è (11) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

||x(t)− y(t)|| ≤ δ

l
(ert − 1). (12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ t ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

x(t) =

T∫

0

H(t, s, x(s)) ds,

y(t) =

T∫

0

H(t, s, y(s)) ds +

T∫

0

R(t, s, y(s)) ds.

Ñëåäîâàòåëüíî,

||x(t)− y(t)|| ≤
T∫

0

(δ + r||x(s)− y(s)|| ds.

Îòñþäà, â ñèëó ëåììû 1, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (12). Òåîðåìà äîêàçà-
íà. 2
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R�esum�e

In this paper we consider estimations of di�erence of nonlinear integral
equations in Banach space.
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