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ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ДАНКЛЯ И НЕКОТОРЫЕ
ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПРИБЛИЖЕНИЙ ФУНКЦИЙ. I

В работе рассматриваются некоторые задачи теории прибли-
жений функций на прямой в метрике L2 с некоторым весом це-
лыми функциями экспоненциального типа. Используемые в за-
дачах модули непрерывности строятся при помощи операторов
обобщенного сдвига Данкля. Доказаны прямые теоремы джек-
соновского типа.

Введение
В классической теории приближений функций на R в метриках Lp

или C большую роль играет оператор сдвига f(x) 7→ f(x+h), x, h ∈ R,
и связанная с ним техника анализа Фурье. Сдвиги образуют однопа-
раметрическую группу изометрий банаховых пространств (БП) Lp(R)
или C(R). Многие задачи теории приближений могут быть распро-
странены и на абстрактную ситуацию, когда в произвольном БП име-
ется однопараметрическая группа или полугруппа операторов (см. [1,
2]). Другим естественным обобщением операторов сдвига на R явля-
ются операторы обобщенного сдвига Дельсарта — Левитана [3]. Опе-
раторы обобщенного сдвига образуют однопараметрическое семейство
операторов f(x) 7→ Thf(x), которое не является группой или полу-
группой операторов (т. е. T aT b может не равняться T a+b), но тем
не менее многие задачи гармонического анализа можно обобщить,
используя обобщенный сдвиг вместо обычного. В частности, можно
обобщать различные задачи теории приближений функций. Некото-
рые результаты в этом направлении получены в работах [4 – 9]. В
настоящей работе рассматриваются операторы обобщенного сдвига
Данкля (определение этих операторов см. далее) и с их помощью изу-
чаются задачи теории приближений функций на прямой R в метрике
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L2 с некоторым весом. В частности, доказаны прямые теоремы Джек-
соновского типа для обобщенного модуля непрерывности k-го поряд-
ка. В качестве средства приближения используется некоторый класс
целых функций экспоненциального типа.

§ 1. Формулировка основных результатов
Оператором Данкля называется следующий дифференциально-

разностный оператор D:

Df(x) =
df

dx
(x) +

(
α +

1
2
)f(x)− f(−x)

x
, α > −1

2
. (1.1)

Действие оператора D определено для всех функций f ∈ C(1)(R).
Введем обобщенную экспоненциальную функцию

eα(x) := jα(x) + i cα x jα+1(x), (1.2)

где
cα =

(
2(α + 1)

)−1
, i =

√
−1,

jα(x) — нормированная функция Бесселя первого рода, т. е.

jα(x) =
2α Γ(α + 1) Jα(x)

xα
,

где Jα(x) — функция Бесселя первого рода (см. [10, c. 412]).
Используя соотношение

j′α(x) = −xjα+1(x)
2(α + 1)

,

которое следует, например, из формулы 8.472 в [16], получим, что
функцию eα(x) можно также записать в виде

eα(x) = jα(x)− ij′α(x). (1.3)

Проверим, что функция y = eα(x) удовлетворяет дифференциально-
разностному уравнению

Dy = iy (1.4)

с начальным условием y(0) = 1.
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Учитывая, что функция y = jα(x) удовлетворяет дифференциаль-
ному уравнению

d2y

dx2
+

2α + 1
x

dy

dx
+ y = 0

и является четной функцией (см. [10]), вычисляем Deα(x):

Deα(x) = e′α(x) +
(
α +

1
2
) eα(x)− eα(−x)

x
=

= j′α(x)− ij
′′

α(x) +
(
α +

1
2
) jα(x)− ij′α(x)− jα(−x) + ij′α(−x)

x
=

= j′α(x)− i(j
′′

α(x) +
2α + 1

x
j′α(x)) = j′α(x) + ijα(x) =

= i(jα(x)− ij′α(x)) = ieα(x),

что доказывает равенство (1.4). Так как jα(0) = 1 и j′α(0) = 0, то
eα(0) = 1.

Пусть E = C∞ — множество бесконечно дифференцируемых функ-
ций на R, D — множество бесконечно дифференцируемых функций
на R с компактным носителем, C — множество непрерывных функ-
ций на R, Cc — множество непрерывных функций на R с компакт-
ным носителем (все функции предполагаются комплекснозначными).
Пространства E , D, C, Cc снабжаются обычными топологиями. Через
D′ обозначим множество всех обобщенных функций, т. е. линейных
непрерывных функционалов на пространстве D. Значение функцио-
нала f ∈ D′ на функции ϕ ∈ D будем обозначать 〈f, ϕ〉.

Через L2,α обозначим гильбертово пространство (ГП), состоящее
из измеримых функций f(x) на R (функции рассматриваются с точ-
ностью до значений на множестве меры нуль), для которых конечна
норма

‖f‖2,α :=
( +∞∫
−∞

|f(x)|2 |x|2α+1 dx
)1/2

.

Скалярное произведение в ГП L2,α определяется формулой

(f, g) :=

+∞∫
−∞

f̄(x) g(x) |x|2α+1 dx, f, g ∈ L2,α. (1.5)
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Пространство L2,α вкладывается в D′, если для f ∈ L2,α и ϕ ∈ D
положить

〈f, ϕ〉 :=

+∞∫
−∞

f(x) ϕ(x) |x|2α+1 dx.

Оператор обобщенного сдвига Данкля T yf(x) можно определять
различными способами. Для функции f(x) ∈ D оператор обобщен-
ного сдвига Данкля u(x, y) = T yf(x) можно определить как решение
следующей задачи Коши (см., например, [11]):

Dxu(x, y) = Dyu(x, y); (1.6)
u(x, 0) = f(x), (1.7)

где Dx и Dy — дифференциально-разностные операторы Данкля, при-
мененные по переменным x и y соответственно.

Оператор T y продолжается по непрерывности с подпространства
D ⊂ L2,α на все пространство L2,α (см. далее §2), продолженный опе-
ратор также будем обозначать T y.

Обозначим через Iν , ν > 0, множество всех функций g(x), x ∈ R,
удовлетворяющих следующим условиям:

1) g(x) — целая функция экспоненциального типа ≤ ν;
2) g(x) принадлежит пространству L2,α.

Функции из Iν будут использоваться в качестве средства приближе-
ния. Отметим (см. подробнее §3), что функции из Iν допускают также
другое описание: g(x) ∈ Iν тогда и только тогда, когда g(x) ∈ L2,α и
ее преобразование Данкля ĝ(λ) равно 0 при |λ| > ν ( такие функции
мы будем называть функциями с ограниченным спектром порядка ν).

При помощи обобщенного сдвига Данкля для любой функции
f(x) ∈ L2,α определим разности с шагом h > 0:

∆1
hf(x) = ∆hf(x) := f(x)− Thf(x), . . . , ∆k

hf(x) := ∆h(∆k−1
h f(x)).

Можно также написать, что

∆k
hf(x) = (I − Th)kf(x),

где I — единичный оператор.
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Для любого натурального k обобщенный модуль непрерывности
порядка k в метрике L2,α определим формулой

ωk(f, δ)2,α := sup
0<h≤δ

‖∆k
hf‖2,α, δ > 0, f ∈ L2,α.

Наилучшее приближение функции f ∈ L2,α функциями из Iν опреде-
ляется как

Eν(f)2,α := inf
g∈Iν

‖f − g‖2,α.

Следующая теорема является аналогом классической первой тео-
ремы Джексона из теории приближения функций.

Теорема 1.1. При f ∈ L2,α справедливо неравенство

Eν(f)2,α ≤ c1 ωk(f, 1/ν)2,α, (1.8)

где c1 — некоторая положительная постоянная, зависящая только от
k и α.

Действие оператора D расширяется на пространство D′, если по-
ложить

〈Df, ϕ〉 := −〈f,Dϕ〉, f ∈ D′, ϕ ∈ D.

В частности, т. к. L2,α ⊂ D′, то для любой функции f ∈ L2,α

определены обобщенные функции Df, D2f, . . ., принадлежащие D′.
Следующая теорема является аналогом второй прямой теоремы

Джексона.

Теорема 1.2. Пусть функции f,Df, . . . , Dsf принадлежат простран-
ству L2,α, где D — оператор Данкля. Тогда

Eν(f)2,α ≤ c2 ν−sωk(Dsf, 1/ν)2,α, (1.9)

где c2 = c2(k, s, α) > 0 — некоторая постоянная.

Доказательство теорем 1.1 и 1.2 (см. §4) является основной целью
настоящей статьи. В §2 приводятся необходимые сведения о преобра-
зованиях Данкля и обобщенных сдвигах Данкля. В §3 рассматрива-
ются функции с ограниченным спектром и их свойства.
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§ 2. Преобразования Данкля и обобщенные сдвиги
Данкля

Приведем необходимые сведения о преобразованиях Данкля и обоб-
щенных сдвигах Данкля (см. [11, 12]).

Преобразованием Данкля называется следующее интегральное пре-
образование

f̂(λ) =

+∞∫
−∞

f(x) eα(λx) |x|2α+1 dx, λ ∈ R. (2.1)

Обратное преобразование Данкля задается формулой

f(x) =
(
2α+1 Γ(α + 1)

)−2

+∞∫
−∞

f̂(λ) eα(−λx) |λ|2α+1 dλ. (2.2)

При f ∈ D преобразования (2.1) и (2.2) определены и являются вза-
имно обратными, при этом справедливо равенство Парсеваля

+∞∫
−∞

|f(x)|2 |x|2α+1 dx = A

+∞∫
−∞

|f̂(λ)|2 |λ|2α+1 dλ, (2.3)

где
A = (2α Γ(α + 1))−2

. (2.4)

Отображение f(x) 7→ f̂(λ) продолжается по непрерывности до изомор-
физма гильбертова пространства L2,α на себя. Продолженное отобра-
жение будем также обозначать f(x) 7→ f̂(λ) и называть преобразова-
нием Данкля, при этом остается справедливой формула (2.3), которую
можно также записать в виде

‖f‖2
2,α = A ‖f̂‖2

2,α. (2.5)

В §1 мы определили оператор обобщенного сдвига Данкля T yf(x)
как решение задачи Коши (1.6) - (1.7). Для любой функции f(x) ∈ E
решение этой задачи Коши существует, единственно и может быть
выписано в явном виде (см. [11]):

T yf(x) = C

(∫ π

0

fe(
√

x2 + y2 − 2|xy| cos ϕ)he(x, y, ϕ) sin2α ϕ dϕ+
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+
∫ π

0

fo(
√

x2 + y2 − 2|xy| cos ϕ)ho(x, y, ϕ) sin2α ϕ dϕ

)
, (2.6)

где

C =
Γ(α + 1)

Γ(α + 1/2)Γ(1/2)
.

he(x, y, ϕ) = 1− sign(xy) cos ϕ,

ho(x, y, ϕ) =


(x + y)(1− sign(xy) cos ϕ)√

x2 + y2 − 2|xy| cos ϕ
для (x, y) 6= (0, 0)

0 для (x, y) = (0, 0),

fe(x) =
1
2

(f(x) + f(−x)) , fo(x) =
1
2

(f(x)− f(−x)) . (2.7)

По формуле (2.6) оператор T y может быть определен и для более
широкого, чем E , класса функций. В частности, оператор T yf опреде-
лен для любой непрерывной функции f . Далее будет показано, что по
формуле (2.6) оператор T y продолжается до непрерывного оператора
в L2,α.

Для краткости записи формул введем обозначение

K(x, y, ϕ) :=
√

x2 + y2 − 2|xy| cos ϕ.

Лемма 2.1. Пусть fe(x) — четная и fo(x) — нечетная функции, тогда
справедливы неравенства

|T yfe(x)|2 ≤ 2T y|fe(x)|2,
|T yfo(x)|2 ≤ 2T y|fo(x)|2.

Доказательство. Введем на отрезке [0, π] меру
dm(ϕ) = C(sinϕ)2α dϕ, где C — коэффициент из формулы (2.6). Тогда∫ π

0
dm(ϕ) = 1. Заметим, что

(1−sign(xy) cos ϕ)2 = 1−2 sign(xy) cos ϕ+cos2 ϕ ≤ 2(1−sign(xy) cos ϕ).

Используя формулу (2.6) и неравенство Коши — Буняковского, полу-
чим, что

|T yfe(x)|2 =
∣∣∫ π

0

fe(K(x, y, ϕ))(1− sign(xy) cos ϕ) · 1 dm(ϕ)
∣∣2 ≤
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≤
(∫ π

0

∣∣fe(K(x, y, ϕ))
∣∣2(1− sign(xy) cos ϕ)2 dm(ϕ)

) (∫ π

0

dm(ϕ)
)
≤

≤ 2
∫ π

0

|fe(K(x, y, ϕ))|2(1− sign(xy) cos ϕ) dm(ϕ) = 2T y|fe(x)|2.

Докажем вторую часть леммы. Используя неравенство Коши – Бу-
няковского, получим, что

|T yfo(x)|2 =

=
∣∣∣∣∫ π

0

fo(K(x, y, ϕ))
(x + y)(1− sign(xy) cos ϕ)

K(x, y, ϕ)
· 1 dm(ϕ)

∣∣∣∣2 ≤
≤
(∫ π

0

∣∣fo(K(x, y, ϕ))
∣∣2 (x + y)2(1− sign(xy) cos ϕ)2

x2 + y2 − 2|xy| cos ϕ
dm(ϕ)

)
·

·
(∫ π

0

dm(ϕ)
)

=
∫ π

0

∣∣fo(K(x, y, ϕ))
∣∣2(1− sign(xy) cos ϕ)·

· (x + y)2(1− sign(xy) cos ϕ)
x2 + y2 − 2|xy| cos ϕ

dm(ϕ). (2.8)

Докажем, что

(x + y)2(1− sign(xy) cos ϕ)
x2 + y2 − 2|xy| cos ϕ

≤ 2. (2.9)

Пусть xy > 0 (случай xy < 0 рассматривается аналогично), тогда
sign(xy) = 1 и |xy| = xy. Заметим, что

(x + y)2(1− cos ϕ)
x2 + y2 − 2xy cos ϕ

− 2 =
(x− y)2(1 + cos ϕ)
x2 + y2 − 2xy cos ϕ

≥ 0,

откуда следует (2.9).
Из (2.8) и (2.9) следует, что

|T yfo(x)|2 ≤ 2
∫ π

0

|fo(K(x, y, ϕ))|2(1− sign(xy) cos ϕ) dm(ϕ) =

= 2T y|fo(x)|2.

При этом использовано, что |fo(x)|2 — четная функция. 2
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Лемма 2.2. Пусть g(x) — непрерывная четная функция и для всех
x ∈ [0, a + |y|] выполняется неравенство |g(x)| ≤ A (a,A, y ∈ R, a >
0, A > 0). Тогда для x ∈ [−a, a] справедливо неравенство

|T yg(x)| ≤ 2A.

Доказательство. Так как g(x) — четная функция, то из (2.6) сле-
дует, что

T yg(x) = C

∫ π

0

g(K(x, y, ϕ))he(x, y, ϕ) (sinϕ)2α dϕ.

Заметим, что 0 ≤
√

x2 + y2 − 2|xy| cos ϕ ≤ |x| + |y|. Поэтому, если
x ∈ [−a, a], то

√
x2 + y2 − 2|xy| cos ϕ ∈ [0, a + |y|] и

g(
√

x2 + y2 − 2|xy| cos ϕ) ≤ A. Так как 0 ≤ he(x, y, ϕ) ≤ 2, то

|T yg(x)| ≤ C

∫ π

0

A he(x, y, ϕ) (sinϕ)2α dϕ ≤ 2AC

∫ π

0

(sinϕ)2α dϕ = 2A.

2

Лемма 2.3. Пусть f(x) — непрерывная функция и |f(x)| ≤ A для
любого x ∈ [−a − |y|, a + |y|] (a > 0, A > 0). Тогда при x ∈ [−a, a]
справедливо неравенство

|T yf(x)| ≤ 4A. (2.10)

Доказательство. Представим f(x) как сумму четной и нечетной
функций: f(x) = fe(x)+ fo(x), где fe(x) и fo(x) определяются форму-
лами (2.7). Функции |fe(x)|2 и |fo(x)|2 четные и на отрезке [0, a + |y|]
не превосходят A2. По лемме 2.2 получаем, что

T y|fe(x)|2 ≤ 2A2, T y|fo(x)|2 ≤ 2A2

при x ∈ [−a, a]. Используя лемму 2.1 и неравенство (u+v)2 ≤ 2(u2+v2)
получим, что

|T yf(x)|2 = |T yfe(x) + T yfo(x)|2 ≤ 2
(
|T yfe(x)|2 + |T yfo(x)|2

)
≤

≤ 4
(
|T yfe(x)|2 + |T yfo(x)|2

)
≤ 4(2A2 + 2A2) = 16A2,

откуда следует неравенство (2.10). 2
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Следствие 2.1. Пусть последовательность непрерывных функций
fn(x) сходится к функции f(x) равномерно на любом отрезке
[−N,N ] ⊂ R. Тогда для любого y ∈ R последовательность T yfn(x)
сходится к T yf(x) равномерно на любом отрезке.

Доказательство. Равномерная сходимость T yfn(x) к T yf(x) на от-
резке [−a, a] эквивалентна тому, что

max
|x|≤a

|T yfn(x)− T yf(x)| → 0 при n →∞.

Но, по лемме 2.3,

max
|x|≤a

|T yfn(x)− T yf(x)| ≤ 4 max
|x|≤a+|y|

|fn(x)− f(x)|,

а max
|x|≤a+|y|

|fn(x)−f(x)| → 0, так как fn(x) сходится к f(x) равномерно

на отрезке [−a− |y|, a + |y|]. 2

Лемма 2.4. Для любых функций f(x) ∈ C и g(x) ∈ Cc и любого
y ∈ R справедливо равенство

+∞∫
−∞

(T yf(x))g(x)|x|2α+1 dx =

+∞∫
−∞

f(x)(T−yg(x))|x|2α+1 dx. (2.11)

Доказательство. Если f(x), g(x) ∈ D, то равенство (2.11) доказано
в [13, Proposition 3.2.]. Пусть f(x) — произвольная непрерывная функ-
ция, g(x) ∈ Cc. Предположим, что supp g ⊆ [−N,N ] (supp g — носи-
тель функции g). Возьмем произвольную последовательность функ-
ций fn(x) ∈ D, которая сходится к f(x) равномерно на каждом от-
резке, и последовательность функций gn(x) ∈ D так, что supp gn ⊆
[−N,N ] и последовательность gn(x) сходится к g(x) равномерно на
отрезке [−N,N ]. Тогда

+∞∫
−∞

(T yfn(x))gn(x)|x|2α+1 dx =

+∞∫
−∞

fn(x)(T−ygn(x))|x|2α+1 dx. (2.12)

Из следствия 2.1 вытекает, что последовательность T yfn(x) схо-
дится к T yf(x) равномерно на любом отрезке, а последовательность
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T−ygn(x) сходится к T−yg(x) равномерно на отрезке [−N−|y|, N +|y|].
Переходя в равенстве (2.12) к пределу при n →∞, получим (2.11). 2

Заметим, что функция u(x, y) = eα(λy)eα(λx) удовлетворяет урав-
нению (1.6) с начальным условием

u(x, 0) = eα(λx).

Из единственности решения задачи Коши (1.6) — (1.7) тогда следует,
что

T yeα(λx) = eα(λy)eα(λx). (2.13)

Проверим, что
‖T yf‖2,α ≤ 2

√
2‖f‖2,α (2.14)

при f ∈ Cc.
Заметим, что если f(x) = fe(x) + fo(x), то

‖T yf‖2,α = ‖T yfe + T yfo‖2,α ≤ ‖T yfe‖2,α + ‖T yfo‖2,α.

Оценим каждое слагаемое по отдельности.

‖T yfe‖2
2,α =

+∞∫
−∞

|T yfe(x)|2|x|2α+1 dx ≤ 2

+∞∫
−∞

T y|fe(x)|2|x|2α+1 dx =

= 2

+∞∫
−∞

|fe(x)|2(T−y1)|x|2α+1 dx = 2

+∞∫
−∞

|fe(x)|2|x|2α+1 dx = 2‖fe‖2
2,α.

‖T yfo‖2
2,α =

+∞∫
−∞

|T yfo(x)|2|x|2α+1 dx ≤ 2

+∞∫
−∞

T y|fo(x)|2|x|2α+1 dx =

= 2

+∞∫
−∞

|fo(x)|2(T−y1)|x|2α+1 dx = 2

+∞∫
−∞

|fo(x)|2|x|2α+1 dx = 2‖fo‖2
2,α.

При этом были использованы лемма 2.1 и соотношение (2.11) в
частном случае, когда g(x) = 1.
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Вернемся к доказательству неравенства (2.14):

‖T yf‖2,α ≤ ‖T yfe‖2,α + ‖T yfo‖2,α ≤ 2
√

2‖f‖2,α.

Из неравенства (2.14) следует, что оператор T y продолжается по
непрерывности с D до ограниченного оператора в L2,α. Продолжен-
ный оператор будем также обозначать T y, и для него остается спра-
ведливым неравенство (2.14).

Лемма 2.5. Пусть f ∈ L2,α, тогда

̂(T yf)(λ) = eα(λy) f̂(λ), (2.15)

где f → f̂ — преобразование Данкля.

Доказательство. Для функций f ∈ D равенство (2.15) доказано в
[12, Corollary 5.4]. Так как D является плотным подмножеством в L2,α,
то (2.15) остается справедливым и при f ∈ L2,α. 2

Свертка функций ϕ(x) и f(x) на R определяется соотношением

(f ∗ ϕ)(x) :=

+∞∫
−∞

(T−yf(x))ϕ(y) |y|2α+1 dy. (2.16)

Свертка имеет смысл, если определен интеграл в правой части (2.16),
в частности, когда ϕ, f ∈ Cc, причем тогда и свертка f∗ϕ принадлежит
Cc.

Лемма 2.6. При преобразовании Бесселя свертка функций f, ϕ ∈ Cc

переходит в произведение, т. е.

(f̂ ∗ ϕ)(λ) = f̂(λ) ϕ̂(λ). (2.17)

Доказательство. Изменяя порядок интегрирования и используя со-
отношение (2.11), получим, что

(f̂ ∗ ϕ)(λ) =

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

(T yf(x)) ϕ(y) |y|2α+1 dy

 eα(λx) |x|2α+1 dx =

=

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

(
T−yf(x)

)
eα(λx) |x|2α+1 dx

 ϕ(y) |y|2α+1 dy =
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=

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

f(x) (T yeα(λx)) |x|2α+1 dx

 ϕ(y) |y|2α+1 dy =

=

+∞∫
−∞

f̂(λ) eα(λy) ϕ(y) |y|2α+1 dy = f̂(λ) ϕ̂(λ).

Лемма доказана. 2

§ 3. Функции с ограниченным спектром
и их свойства

В качестве средства приближения мы будем использовать функ-
ции из L2,α с ограниченным спектром. В этом параграфе будут рас-
смотрены некоторые свойства этих функций.

Для любых функций f ∈ L2,α, ϕ ∈ Cc определена свертка f ∗ ϕ и
при этом

‖f ∗ ϕ‖2,α ≤ 2
√

2‖f‖2,α

 +∞∫
−∞

|ϕ(y)| |y|2α+1 dy

 ,

в частности, f ∗ϕ ∈ L2,α. Действительно, используя обобщенное нера-
венство Минковского и свойство (2.14), получим, что

‖f ∗ ϕ‖2,α ≤
+∞∫
−∞

‖T−yf‖2,α|ϕ(y)| |y|2α+1 dy ≤

≤ 2
√

2‖f‖2,α

+∞∫
−∞

|ϕ(y)| |y|2α+1 dy.

Лемма 3.1. Пусть f ∈ L2,α. Для того чтобы отображение ϕ 7→ f ∗ ϕ
из Cc в L2,α продолжалось до непрерывного отображения из L2,α в
L2,α, необходимо и достаточно, чтобы функция f̂(λ) была существенно
ограничена на R, т. е. f̂(λ) ∈ L∞(R).

Доказательство. Из того, что Cc плотно в L2,α, следует, что ра-
венство (2.17) справедливо и при f ∈ L2,α, ϕ ∈ Cc. Из равенства
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Парсеваля (см. (2.3)) вытекает, что

‖f ∗ ϕ‖2
2,α = A

+∞∫
−∞

|f̂(λ)|2 |ϕ̂(λ)|2 |λ|2α+1 dλ. (3.1)

Пусть отображение ϕ 7→ f ∗ϕ из Cc в L2,α продолжается до непре-
рывного отображения из L2,α в L2,α, которое будем также обозначать
ϕ 7→ f ∗ ϕ (ϕ ∈ L2,α). Проверим, что f̂ ∗ ϕ = f̂ ϕ̂ для всех ϕ, f ∈ L2,α.

Для любой функции ϕ ∈ L2,α найдется последовательность функ-
ций ϕn ∈ Cc, сходящаяся к ϕ в пространстве L2,α. Тогда f ∗ϕn → f ∗ϕ

в L2,α и ̂f ∗ ϕn → f̂ ∗ ϕ в L2,α. Но ̂f ∗ ϕn = f̂ ϕ̂n и ϕ̂n → ϕ̂ в L2,α. Пе-
реходя, если необходимо, к некоторой подпоследовательности, можно
считать, что ϕ̂n → ϕ̂ почти всюду, тогда и f̂ ϕ̂n → f̂ ϕ̂ почти всюду,
следовательно, f̂ ∗ ϕ = f̂ ϕ̂. Поэтому оператор умножения на функ-
цию f̂ должен быть непрерывным оператором в L2,α, но для этого
необходимо, чтобы f̂ ∈ L∞(R).

Действительно, если f̂ /∈ L∞, тогда для любого k > 0 мера множе-
ства Pk = {x : |f̂(x)| ≥ k} положительная. Возьмем любую функцию
ϕ(x), такую, что ϕ(x) = 0 при x /∈ Pk, ϕ(x) 6= 0 при x ∈ Pk и ‖ϕ‖2,α = 1.
Тогда

‖f̂(x)ϕ(x)‖2,α =

∫
Pk

|f̂(x)ϕ(x)|2|x|2α+1 dx

1/2

≥

≥ k

∫
Pk

|ϕ(x)|2|x|2α+1 dx

1/2

= k,

т. е. оператор умножения на f̂(x) не является ограниченным, а значит,
и непрерывным.

Обратно, если f̂(λ) ∈ L∞, то из (3.1) и из равенства Парсеваля
следует, что при ϕ ∈ Cc

‖f ∗ ϕ‖2,α ≤ ‖f̂‖∞‖ϕ‖2,α, (3.2)

где
‖f̂‖∞ = sup vrai

λ∈R
|f̂(λ)|.
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Из (3.2) вытекает, что оператор ϕ 7→ f ∗ϕ продолжается до непрерыв-
ного оператора из L2,α в L2,α. Отметим, что равенство (2.17) остается
справедливым для любого ϕ ∈ L2,α. 2

Назовем функцию f ∈ L2,α функцией с ограниченным спектром
порядка ν > 0, если f̂(λ) = 0 при |λ| > ν. Множество всех таких
функций обозначим Iν . Очевидно, что функция f принадлежит Iν

тогда и только тогда, когда ее можно представить в виде

f(x) =

ν∫
−ν

ϕ(t) eα(xt) |t|2α+1 dt

для некоторой функции ϕ(t) ∈ L2,α.
Определим функцию Gν ∈ L2,α как функцию на R, преобразование

Данкля которой равно

Ĝν(λ) =
{

1 при |λ| ≤ ν,
0 при |λ| > ν.

Введем оператор
Pν : f 7→ Gν ∗ f.

По лемме 3.1 Pν будет непрерывным оператором из L2,α в L2,α. Из
(2.17) следует, что Pν является проектором пространства L2,α на под-
пространство Iν . Явный вид функций из Iν может быть описан с
помощью следующих теорем типа Пэли — Винера.

Пусть S — пространство основных функций на R, т.е. множество
всех бесконечно дифференцируемых функций ϕ(x), убывающих при
|x| → ∞ вместе со всеми производными быстрее любой степени |x|−1.
Обычным образом пространство S снабжается топологией и становит-
ся локально–выпуклым пространством (см. [14]). Пусть S ′ — множе-
ство линейных непрерывных функционалов на S, т.е. пространство
обобщенных функций медленного роста. Для f ∈ S ′ и ϕ ∈ S через
〈f, ϕ〉 будем обозначать значение функционала f на функции ϕ. Про-
странство L2,α вкладывается в пространство S ′, если для f(x) ∈ L2,α

и ϕ(x) ∈ S положить

〈f, ϕ〉 :=

+∞∫
−∞

f(x) ϕ(x) |x|2α+1 dx.
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Преобразование Данкля является топологическим изоморфизмом
пространства S на себя. Непосредственной проверкой убеждаемся в
справедливости равенства

〈f, ĝ〉 = 〈f̂ , g〉 ∀f, g ∈ S.

С учетом этого равенства преобразование Данкля расширяется на
обобщенные функции из класса S ′ по формуле:

〈f̂ , ϕ〉 := 〈f, ϕ̂〉, f ∈ S ′, ϕ ∈ S.

Теорема 3.1. Пусть f ∈ S ′. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) supp f(x) ⊂ [−ν, ν];

2) f̂(λ) является целой функцией экспоненциального типа ≤ ν и
существуют числа m > 0 и C > 0, такие, что справедливо нера-
венство

|f̂(λ)| ≤ C(1 + |λ|)meν| Im λ|.

Доказательство. См. ([12], Theorem 4.9.). 2

Теорема 3.2. Пусть f ∈ L2,α. Тогда следующие условия эквивалент-
ны:

1) supp f(x) ⊆ [−ν, ν];

2) f̂(λ) ∈ Iν .

Доказательство. Пусть supp f ⊆ [−ν, ν], тогда функция f̂(λ) ∈ L2,α

и является целой функцией экспоненциального типа ν, значит, f̂(λ) ∈
Iν .

Обратно, если f̂(λ) — целая функция экспоненциального типа ν

и f̂(λ) ∈ L2,α, то f̂(λ) ∈ L2(R), значит, выполняется неравенство (см.
[14, формула (7), с. 101.]) |f̂(λ)| ≤ Ceν| Im λ|, следовательно, по теореме
3.1, supp f ⊆ [−ν, ν]. 2

Напомним (см. [15, гл. VIII ]), что линейный оператор A в гиль-
бертовом пространстве H с плотной областью определения называет-
ся в существенном самосопряженным, если его замыкание Ā является
самосопряженным оператором. Отметим также, что для самосопря-
женного в существенном оператора A справедливо равенство Ā = A∗

(т. е. замыкание оператора A совпадает с сопряженным оператором).
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Лемма 3.2. Оператор T = iD, где D — оператор Данкля, с областью
определения D является в существенном самосопряженным.

Доказательство. Интегрированием по частям проверяется кососим-
метричность оператора D, т. е.

(Df, g) = −(f,Dg) (3.3)

для любых f, g ∈ D, где (f, g) — скалярное произведение в L2,α, опре-
деленное формулой (1.5).

Из (3.3) следует, что оператор T = iD является симметрическим,
т. е.

(Tf, g) = (f, Tg) (3.4)

для всех f, g ∈ D.
Отметим, что равенства (3.3) и (3.4) справедливы и в случае, когда

f ∈ D, g ∈ E .
Для симметрического оператора A существует следующий крите-

рий самосопряженности в существенном (см. [15, гл.VIII, следствие из
теор. VIII.3]): A самосопряжен в существенном тогда и только тогда,
когда Ker(A∗+i) = {0}. Чтобы доказать, что оператор T = iD самосо-
пряжен в существенном, достаточно проверить, что Ker(T ∗+ i) = {0}.

Пусть
(T ∗ + i)g = 0, g ∈ D(T ∗). (3.5)

Учитывая симметричность оператора T , получим, что равенство
(3.5) равносильно следующему равенству:

(T + i)g = 0. (3.6)

Равенство (3.6) эквивалентно равенству

Dg = −g. (3.7)

Пусть g(x) = ge(x)+go(x), где ge(x) — четная часть функции g(x),
go(x) — нечетная, тогда равенство (3.7) эквивалентно следующей си-
стеме: 

dge

dx
(x) = −go(x)

dgo

dx
(x) +

(2α + 1)
x

go(x) = −ge(x).
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Решая систему, имеем

(−B + 1)ge = 0,

где

B =
d2

dx2
+ (2α + 1)

d

dx

— дифференциальный оператор Бесселя. В [9, лемма 3.2.] показано,
что из равенства (−B + 1)ge = 0 и того, что ge ∈ L2,α, следует, что
ge(x) = 0, значит, и go(x) = 0, т. е. g(x) = 0. 2

Следствие 3.1. Если функции f и Df принадлежат пространству
L2,α (действие оператора D понимается в смысле теории обобщенных
функций), то найдется последовательность функций fn ∈ D, такая,
что fn → f и Dfn → Df в пространстве L2,α.

Действительно, из определения сопряженного оператора (iD)∗ сле-
дует, что f принадлежит области определения оператора (iD)∗ и g =
(iD)∗f тогда и только тогда, когда g = (iD)f в смысле теории обоб-
щенных функций. Остается воспользоваться тем, что из самосопря-
женности в существенном следует, что замыкание оператора iD сов-
падает с (iD)∗. Значит, найдется последовательность функций fn ∈ D
такая, что fn → f и (iD)fn → (iD)f в пространстве L2,α, откуда
следует, что Dfn → Df в пространстве L2,α.

Лемма 3.3. Пусть функции f и Df принадлежат пространству L2,α,
тогда

(D̂f)(λ) = −iλf̂(λ). (3.8)

Доказательство. По следствию 3.1 существует последовательность
функций fn ∈ D, для которой fn → f и Dfn → Df в L2,α, поэтому
(3.8) достаточно доказать для f ∈ D. Используя равенства (1.3) и
(3.3), получим, что

(D̂f)(λ) =

+∞∫
−∞

(Df)(x) eα(λx) |x|2α+1 dx =

= −
+∞∫
−∞

f(x) (Deα(λx)) |x|2α+1dx =
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= −iλ

+∞∫
−∞

f(x) eα(λx) |x|2α+1 dx = −iλf̂(λ).

Лемма доказана. 2

В следующей лемме будет получено несколько оценок для функ-
ций eα(x), которые мы в дальнейшем будем использовать.

Лемма 3.4. Для x ∈ R справедливы следующие неравенства:

1) |eα(x)| ≤ 1;
2) |1− eα(x)| ≤ 2|x|;
3) |1 − eα(x)| ≥ c при |x| ≥ 1, где c > 0 — некоторая постоянная,

зависящая только от α.

Доказательство. Для функции jα(x) имеется следующее интеграль-
ное представление (см. [16, формула 8.411]):

jα(x) = c1

∫ π/2

0

(cos ϕ)2α cos(x sinϕ) dϕ, (3.9)

где

c1 =

(∫ π/2

0

(cos ϕ)2α dϕ

)−1

=
2 Γ(α + 1)√
π Γ(α + 1/2)

.

Используя формулы (1.3) и (3.9), получим следующее интеграль-
ное представление функции eα(x):

eα(x) = c1

∫ π/2

0

(cos ϕ)2α [cos(x sinϕ) + i sinϕ sin(x sinϕ)] dϕ.

Тогда

|eα(x)| ≤ c1

∫ π/2

0

(cos ϕ)2α
[
cos2(x sinϕ) + sin2 ϕ sin2(x sinϕ)

]1/2
dϕ ≤

≤ c1

∫ π/2

0

(cos ϕ)2α · dϕ = 1,

причем равенство eα(x) = 1 достигается только при x = 0.
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Воспользуемся представлением (1.2) функции eα(x) и оценками
для jα(x) (см. [9, лемма 3.5.]):

eα(x) = jα(x) + (2(α + 1))−1ixjα+1(x);
|jα(x)| ≤ 1; (3.10)

1− jα(x) ≤ x2/2. (3.11)

Тогда

|1− eα(x)| ≤ |1− jα(x)|+ (2(α + 1))−1 · |x| · |jα+1(x)|.

При |x| ≤ 1 из (3.10) – (3.11) следует, что

|1− eα(x)| ≤ |x|2

2
+ (2(α + 1))−1 · |x| ≤ |x|

2
+ (2(α + 1))−1|x| < 2|x|.

При |x| ≥ 1 из (3.10) следует, что

|1− eα(x)| ≤ 2 ≤ 2|x|,

т. е. неравенство |1− eα(x)| ≤ 2|x| справедливо для любого x.
Из асимптотических формул для функций Бесселя следует, что

jα(x) → 0 и j′α(x) → 0 при x → ∞, поэтому, учитывая соотношение
(1.3), имеем, что eα(x) → 0 при x → ∞. Значит, существует такое
число x0 > 0, что при x ≥ x0 справедливо неравенство |eα(x)| ≤ 1/2.
Пусть

m = min
x∈[1,x0]

(|1− eα(x)|).

При x ≥ 1 выполняется неравенство |1 − eα(x)| ≥ c, если взять c =
min{m, 1/2}. 2

§ 4. Прямые теоремы джексоновского типа
В этом параграфе будут доказаны теоремы 1.1 и 1.2, сформулиро-

ванные в §1.

Доказательство теоремы 1.1. Воспользуемся оператором проекти-
рования Pν на подпространство Iν . Из равенства Парсеваля следует,
что

‖f − Pν(f)‖2
2,α = A

∫
|λ|≥ν

|f̂(λ)|2 |λ|2α+1 dλ. (4.1)
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Из леммы 3.4 вытекает, что

|1− eα(λ/ν)| ≥ c

при |λ| ≥ ν, поэтому из (4.1), используя лемму 2.5 и равенство Парсе-
валя, получим

‖f − Pν(f)‖2
2,α ≤ A

c2k

∫
|λ|≥ν

(1− eα(λ/ν))2k |f̂(λ)|2 |λ|2α+1 dλ ≤

≤ A

c2k

+∞∫
−∞

(1− eα(λ/ν))2k |f̂(λ)|2 |λ|2α+1 dλ =

= c−2k‖
(
I − T 1/ν

)k
f(x)‖2

2,α ≤ c−2k
(
ωk(f, 1/ν)2,α

)2
,

откуда следует неравенство (1.8) с c1 = c−k.

Доказательство теоремы 1.2. Из лемм 2.5, 3.3, 3.4 и равенства
Парсеваля следует, что

‖(I − Th)f‖2
2,α = A

+∞∫
−∞

|1− eα(λh)|2 |f̂(λ)|2 |λ|2α+1dλ ≤

≤ A(4h2)

+∞∫
−∞

|λ|2|f̂(λ)|2 |λ|2α+1 dλ = 4h2‖Df‖2
2,α.

Следовательно,
‖(I − Th)f‖2,α ≤ 2h‖Df‖2,α. (4.2)

Рассуждая как при доказательстве теоремы 1.1, получим, что

‖f − Pν(f)‖2,α ≤ c−(k+s) ‖(I − T 1/ν)k+sf(x)‖2,α. (4.3)

Последовательно s раз применяя неравенство (4.2) к правой части
неравенства (4.3), получим, что

‖f − Pν(f)‖2,α ≤ c−(k+s)2sν−s ‖(I − T 1/ν)kDsf‖2,α ≤
≤ c2 ν−s ωk(Dsf, 1/ν)2,α,
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где c2 = c−(k+s)2s.

Résumé
Some problems of aproximations of functions on the real line R in the L2-

metric with certain weight by entire functions of exponential growth are studied.
Modules of continuity which used in problems are constructed with help of
generalized translations of Dunkl. Direct theorems of Jacson type are proved.
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[4] Löfstróm J. Approximation theorems connected with generalized
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