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ПЕРЕСЕЧЕНИЕ МНОЖЕСТВА ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ
ФУНКЦИЙ ДЛЯ ДВУХ ФУНКЦИОНАЛОВ

В работе исследована экстремальная задача для линейного
функционала в классе U ′

α. В частности, получен вид экстре-
мальной функции.

Понятие линейно-инвариантного семейства было введено Х. Пом-
меренке в 1964 г. в работе [1].

Пусть ∆ = {z : |z| < 1} — единичный круг. Обозначим через L
множество всех конформных автоморфизмов единичного круга ∆:

ϕ = eiθ z + a

1 + zā
, a ∈ ∆, θ ∈ R.

Определение 1. Множество M аналитических в круге ∆ функций
f(z) = z + a2z

2 + ... называется линейно-инвариантным семейством
(л.-и. с.), если для любой функции f(z) ∈ M выполнены условия:

1) f ′(z) 6= 0, для каждого z ∈ ∆ (локальная однолистность);
2) для любого ϕ ∈ L функция

Λϕ[f(z)] =
f(ϕ(z))− f(ϕ(0))

f ′(ϕ(0))ϕ′(0)
= z + . . .

принадлежит классу M.

Важной характеристикой является порядок линейно-инвариантно-
го семейства.

Определение 2. Порядком л.-и. с. M называется число:

ordM = sup
f∈M

|a2(f)|.
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Понятие порядка функции было введено Кемпбелом в работе [2].
Пусть f(z) = z + . . . локально однолистна и аналитична в ∆.

Определение 3. Порядком функции f(z) называется число:

ord f = ordM[f ],

где M[f ] = {Λϕ[f(z)] : ϕ ∈ L} — л.-и. с., порожденное функцией f.

Определение 4. Универсальным линейно-инвариантным семейст-
вом Uα порядка α называется объединение всех л.-и. с. M, порядок
которых не превосходит α :

Uα =
⋃
{M : ordM ≤ α}.

Примеры линейно-инвариантных семейств.

1) Семейство LS всех аналитических и локально однолистных в ∆
функций f(z) = z + . . . .

2) Семейство S ⊂ LS однолистных в ∆ функций; ordS = 2 [4].
3) Семейство K ⊂ S выпуклых функций (функций из S, для кото-

рых f(∆)− выпуклая область); ordK = 1 [8].
4) Ниже определенное семейство Uα является линейно-инвариант-

ным [6, 7]; ordUα = α [6, 7].

Iα класс всех комплекснозначных функций µ(t) ограниченной ва-
риации на [0, 2π), удовлетворяющих условию:∣∣∣∣∣∣

2π∫
0

dµ(t)− 1

∣∣∣∣∣∣+
2π∫
0

|dµ(t)| ≤ α.

U ′
α класс функций g(z), представимых в виде

g(z) =

z∫
0

exp

−2

2π∫
0

log(1− se−it) dµ(t)

 ds, (1)

где µ(t) ∈ Iα (ветвь логарифма главная).
X и Y — два нормированных пространства и F — отображение,

действующее из X и Y . Если отображение F в точке ϕ допускает
разложение

F (ϕ + h) = F (ϕ) + Lϕ(h) + o(||h||),
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то оно называется дифферинцируемым по Фреше в точке ϕ ∈ O.
Рассмотрим следующие функционалы:

max
f∈U ′

α

Re
{

f ′′(z1)
f ′(z1)

}
, (2)

max
f∈U ′

α

Re
{

f ′′(z2)
f ′(z2)

}
, (3)

где z1, z2 — фиксированные точки из ∆.
Обозначим: z1 = r1e

iθ1 , arg z1 = θ1, z2 = r2e
iθ2 , arg z2 = θ2. В [6]

(см. также [7]) доказано, что максимум в (2) достигается на функциях
l1(z) ∈ U ′

α таких, что:

l′1(z) = exp

−2

2π∫
0

log(1− zei(θ1−t))
(eit − r1)2dβ1(t)
|eit − r1|2eit

 ,

где β1(t)− любая вещественная неубывающая на [0, 2π] функция, с
полной вариацией α, удовлетворяющая условию:

2π∫
0

(eit − r1)2dβ1(t)
|eit − r1|2eit

= 1. (4)

Обозначим A1 множество всех таких производных l′1(z) экстре-
мальных функций в задаче (2), которым в их интегральном пред-
ставлении соответствуют ступенчатые функции β1(t).

Аналогично максимум в (3) достигается на функциях l2 ∈ U ′
α, та-

ких, что:

l′2(z) = exp

−2

2π∫
0

log(1− zei(θ2−t))
(eit − r2)2dβ2(t)
|eit − r2|2eit

 ,

где β2(t)− любая вещественная неубывающая на [0, 2π] функция, с
полной вариацией α, удовлетворяющая условию:

2π∫
0

(eit − r2)2dβ2(t)
|eit − r2|2eit

= 1. (5)
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Обозначим A2− множество всех таких производных l′2(z) экстре-
мальных функций, которым в их интегральном представлении соот-
ветствуют ступенчатые функции β2(t).

Отметим, что требование ступенчатости функций β1(t) и β2(t) в
определении классов A1 и A2 при рассмотрении поставленной задачи
вполне естественно, поскольку, как доказано в [6], множество функ-
ций (1), которым в их интегральном представлении соответствуют
ступенчатые функции µ(t), всюду плотно в U ′

α в топологии равномер-
ной сходимости внутри ∆.

Обозначим l0 = A1 ∩ A2. Если l0 6= ∅, то функция q(z) ∈ l0 будет
экстремальной в задаче о нахождении:

max
f∈U ′

α

Re
{

f ′′(z1)
f ′(z1)

γ +
f ′′(z2)
f ′(z2)

}
(6)

для γ > 0. И мы сможем легко найти максимум в (6).
Из вышесказанного вытекает естественность постановки следую-

щих двух задач.
1) Найти вид экстремальной функции в задаче (6) для произволь-

ного γ ∈ C.
2) Описать множество l0.

Решению этих задач посвящены нижеприведенные теоремы 1 и 2 со-
ответственно.

В дальнейшем нам понадобятся следующие факты. Рассмотрим
класс функций Gα:

ϕ(z) =

2π∫
0

g(z, t) dµ(t), µ ∈ Iα,

g(z, t) регулярна в ∆ по z, 2π-периодична и непрерывно дифференци-
руема по t. Класс Gα компактен в топологии равномерной сходимости
внутри ∆ (см. [7]). Пусть F — дифференцируемый по Фреше функци-
онал. В [7] рассматривалась следующая экстремальная задача:

max
ϕ∈Gα

Re{F(ϕ)}, α ∈ [1,∞). (7)

Oбозначим

ϕ0(z) =

2π∫
0

g(z, t) dµ0(t)
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экстремальную функцию в этой задаче (она может быть не единствен-
ной). Пусть Iα(n) ∈ Iα класс n-ступенчатых функций (подкласс Iα

кусочно-постоянных функций, имеющих не более n разрывов на про-
межутке [0, 2π)).

Gα(n) = {ϕ ∈ Gα : ϕ(z) =

2π∫
0

g(z, t) dµ(t), µ ∈ Iα(n)}.

Класс функций Gα(n) также как и Gα компактен в топологии равно-
мерной сходмости внутри ∆ (см. [7]). Наряду с задачей (7) рассмат-
ривалась также экстремальная задача

max
ϕ∈Gα(n)

Re{F(ϕ)}, α ∈ [1,∞), (8)

где n — фиксированное натуральное число.
Пусть максимум в (8) достигается на функции

ϕn(z) =

2π∫
0

g(z, t) dµn(t).

Из последовательности ϕn(z) можно выбрать подпоследовательность,
равномерно сходящуюся внутри ∆ к ϕ0(z) ∈ Gα, причем ϕ0(z) дает
решение экстремальной задачи (7) (см. [7]).

В работе [7] было получено, что если tj , j = 1, ..., k ≥ 3 — точки
разрыва функции µn(t) и этим точкам соответствуют θj = arg dµn(tj),
2π + θk > θ1 > θ2 > ... > θk ≥ 0, то точки разрыва функции µn(t)
удовлетворяют уравнениям:{

|Lϕn [g(z, tj)]− cn|2 = |Lϕn [g(z, tk)]− cn|2
(|Lϕn

[g(z, t)]− cn|2)′t|t=tj
= 0 для всех j, (9)

где Lϕn — дифференциал F в точке ϕn.

Теорема 1. Максимум функционала:

Re

{
γ

z1f
′′(z1)

f ′(z1)
+

z2f
′′(z2)

f ′(z2)

}
, f(z) ∈ U ′

α, (10)

где γ ∈ C фиксированное, достигается на функции f0(z), для которой

f ′0(z) =
3∏

k=1

(
1− ze−iτk

)−2ak
,
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где τk — действительные числа, |a1|+|a2|+|a3| = α и |a1+a2+a3| = 1.

Доказательство. Так как f(z) ∈ U ′
α, то по формуле (1):

z1f
′′(z1)

f ′(z1)
=

2π∫
0

2e−itdµ(t)
1− z1e−it

,
z2f

′′(z2)
f ′(z2)

=

2π∫
0

2e−itdµ(t)
1− z2e−it

.

Тогда функционал (10) примет вид:

Re

γ

2π∫
0

2z1e
−itdµ(t)

1− z1e−it
+

2π∫
0

2z2e
−itdµ(t)

1− z2e−it

 .

Следовательно, максимум функционала (10) в Uα равен:

max
f∈U ′

α

Re

2

2π∫
0

(
z1γ

eit − z1
+

z2

eit − z2
) dµ(t)

 : µ(t) ∈ Iα

 . (11)

Oбозначим
g(t) = 2

(
z1γ

eit − z1
+

z2

eit − z2

)
.

Для решения экстремальной задачи (11) рассмотрим промежуточную
экстремальную задачу:

max
νn(t)∈Iα

Re

{
F

(∫ 2π

0

g(t) dνn(t)
)}

=

= max
[
Re{F(ϕ)} : ϕ =

∫ 2π

0

g(t) dνn(t)
]

. (12)

Роль дифференцируемого по Фреше функционала F в нашем случае
играет F(ϕ) = ϕ. Значит, дифференциал Фреше рассматриваемого
функционала равен Lϕn(g(t)) = g(t). Таким образом, для нашего слу-
чая имеем:

Lϕn
(g(tj)) =

2z1γ

eitj − z1
+

2z2

eitj − z2
.

Запишем систему (9) для дифференциала Lϕn
(g(tj)):

∣∣∣∣ 2z1γ

eitj − z1
+

2z2

eitj − z2
− cn

∣∣∣∣2 =
∣∣∣∣ 2z1γ

eitk − z1
+

2z2

eitk − z2
− cn

∣∣∣∣2(
| 2z1γ

eit − z1
+

2z2

eit − z2
− cn|2

)′
t

|t=tj
= 0.

(13)
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Перепишем второе уравнение системы в виде:(
(

2z1γ

eit − z1
+

2z2

eit − z2
− cn)(

2γz1

e−it − z1
+

2z2

e−it − z2
− cn)

)′
t

= 0,

что равносильно уравнению

(C3e
3it + C2e

2it + C1e
it + C0 + D1e

−it)(e−it − z1)(e−it − z2)
|eit − z1|2|eit − z2|2

+

+
(E3e

−3it + E2e
−2it + E1e

−it + E0 + G1e
it)− (eit−1)(eit − z2)

|eit − z1|2|eit − z2|2
=

= 0,

где Ci, Ei, i = 0, 1, 2, 3 и D1, G1 — некоторые комплексные числа, не
зависящие от t. Отсюда получаем:

ae3it + be2it + ceit + de−3it + le−2it + ve−it + m = 0,

где a, b, c, d, l, v,m — также некоторые комплексные числа. Умножим
обе части уравнения на e3it, получим следующее алгебраическое урав-
нение относительно eit:

ae6it + be5it + ce4it + me3it + ve2it + leit + d = 0.

Следовательно, решений tj такого уравнения может быть не более 6.
А значит, точек разрыва tj у функции νn(t) не более 6. Рассмотрим
функцию

w(t) =
∣∣∣∣ 2z1γ

eitj − z1
+

z2

eitj − z2
− cn

∣∣∣∣2 .

Выберем две соседние точки tj и tj+1, которые удовлетворяют второ-
му условию из системы (13). В этих точках значения функции совпа-
дают. Тогда, по теореме Ролля, существует точка t∗ ∈ (tj , tj+1) такая,
что w′(t∗) = 0. Поэтому второе уравнение системы может иметь не
более трех решений. То есть число точек разрыва у функции νn(t) не
более 3.

Получаем следующий вид экстремальной функции в поставленной
задаче:

f ′0(z) =
3∏

k=1

(1− ze−iτk)−2ak ,
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где a1, a2, a3 — скачки функции µn(t), а τk — ее точки разрыва. Тео-
рема доказана.

Возвращаемся к исследованию l0. Пусть q(z) ∈ l0. Тогда q = l′1 ∈ A1

и q = l′2 ∈ A2.
Обозначим: {tk} — точки разрыва β1(t), а {ak} — ее скачки, тогда∑

k

ak = α, ak > 0.

Тогда для соответствующего интеграла Стилтьеса получим:

2π∫
0

log(1− zei(θ1−t))
(eit − r1)2dβ1(t)
|eit − r1|2eit

=

=
∑

k

log(1− zei(θ1−tk))
(eitk − r1)2ak

|eitk − r1|2eitk
.

По аналогии обозначим {τk} — точки разрыва β2(t), а {bk} — ее
скачки. Тогда ∑

k

bk = α, bk > 0

и

2π∫
0

log(1− zei(θ2−t))
(eit − r2)2dβ2(t)
|eit − r2|2eit

=

=
∑

k

log(1− zei(θ2−τk))
(eiτk − r2)2bk

|eiτk − r2|2eiτk
,

причем здесь мощность множества {k}, вообще говоря, не совпадает
с мощностью множества точек разрыва функции β1. Тогда

q(z) = l′1(z) =

= exp

[
−2

(∑
k

log(1− zei(θ1−tk))
(eitk − r1)2ak

|eitk − r1|2eitk

)]
=

= l′2(z) = exp

[
−2

(∑
k

log(1− zei(θ2−τk))
(eiτk − r2)2bk

|eiτk − r2|2eiτk

)]
.
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Следовательно, ∑
k

log(1− zei(θ1−tk))
(eitk − r1)2ak

|eitk − r1|2eitk
=

=
∑

k

log(1− zei(θ2−τk))
(eiτk − r2)2bk

|eiτk − r2|2eiτk
. (14)

Пусть z → e−i(θ1−tk) при фиксированном k. Тогда из (14) вытекает,
что k в правой и левой частях этого равенства пробегает одно и то
же множество значений, причем для любого k справедливо равенство
θ1 − tk = θ2 − τk и

(eitk − r1)2ak

|eitk − r1|2eitk
=

(eiτk − r2)2bk

|eiτk − r2|2eiτk
.

Следовательно, для любого k, ak = bk, θ1 − tk = θ2 − τk и

(eitk − r1)2

|eitk − r1|2eitk
=

(eiτk − r2)2

|eiτk − r2|2eiτk
. (15)

Формулы (4) и (5) примут вид:∑
k

(eitk − r1)2ak

|eitk − r1|2eitk
= 1,

∑
k

(eiτk − r2)2bk

|eiτk − r2|2eiτk
= 1.

Из (15), в частности, следует, что

arg
eitk

(eitk − r1)2
= arg

eiτk

(eiτk − r2)2
.

Под arg ζ понимаем главное значение аргумента в промежутке (−π, π].
При фиксированном k обозначим: θ = θ2− θ1, τk = τ, tk = t. Тогда из
(12) вытекает: τ = t + θ и

arg
eit

(eit − r1)2
= arg

ei(t+θ)

(ei(t+θ) − r2)2
.

Можно считать, что (θ2 − θ1) ∈ (−π, π]. Тогда arg
(ei(t+θ) − r2)2

(eit − r1)2
= θ и

θ

2
= arg

(
ei(t+θ) − r2

eit − r1

)
, t ∈ [0, 2π]. (16)
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Обозначим:

ϕ(t) = arg
(

ei(t+θ) − r2

eit − r1

)
= Im ln

(
ei(t+θ) − r2

eit − r1

)
.

Эта функция 2π-периодична. Вычислим ее производную:

ϕ′(t) = Re
{

r2e
it − ei(t+θ)r1

(ei(t+θ) − r2)(eit − r1)

}
.

Найдем критические точки функции ϕ(t):

ϕ′(t) = Re
[

r2e
it − ei(t+θ)r1

(ei(t+θ) − r2)(eit − r1)

]
= 0 (17)

тогда и только тогда, когда

Re{(r2 − r1e
iθ)(e−ite−iθ − (r2 + r1e

−iθ) + r1r2e
it)} = 0,

что равносильно равенству:{
(r2 − r1e

iθ)(e−ite−iθ − r2 − r1e
−iθ + r1r2e

it)
}

+

+
{
(r2 − r1e

−iθ)(eiteiθ − r2 − r1e
iθ + r1r2e

−it)
}

= 0,

или

e2it(r2
2r1 − r2

1r2e
iθ + r2e

iθ − r1) + eit(2r2
1 − 2r2

2) + (r2e
−iθ−

−r1 + r1r
2
2 − r2

1e
−iθr2) = 0.

Получили квадратное уравнение относительно eit. Следовательно,
уравнение (17) имеет не более двух корней. А поскольку гладкая 2π-
периодическая функция ϕ(t), отличная от тождественной константы,
имеет на [0, 2π) максимум и минимум, то (17) имеет единственный
максимум и единственный минимум. Поэтому (16) может иметь не
более двух корней. Обозначим их t′ и t′′. Поскольку в этих рассужде-
ниях tk, τk пробегают все точки разрывов функций β1(t) и β2(t), то
tk может принимать значения или t′, или t′′, так как решений только
два. Таким образом, функции l0 в ее интегральном представлении мо-
жет соответствовать ступенчатая функция β1(t) (или β2(t)), имеющая
только две точки разрыва.

Таким образом, доказана следующая теорема.
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Теорема 2. Функциям q ∈ l0 в их интегральном представлении

q′(z) = exp[−2

2π∫
0

log(1− ze−it) dµ(t)]

могут соответствовать только ступенчатые функции µ(t) с двумя точ-
ками разрыва.

Résumé
Research extremal problem for linear functional in U ′

α is studied. In particular,
a form of extremal function is got.
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