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Let p ∈ (1, 2], n ≥ 1, S ⊆ Rn, and Γ(S, p) — the set of all functions,
γ(t) ∈ Lp(Rn), the support of the Fourier transform of which lies in S.
We obtain the inequality conditions∥∥∥∥∥∥

∫
Et

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C ∥γ(τ)∥Lp(Rn) ,

where t = (t1, t2, . . . , tn) ∈ Rn, Et = {τ | τ = (τ1, τ2, . . . , τn) ∈ Rn, τj ∈
∈ [0, tj ] if tj ≥ 0, and τj ∈ (tj , 0], if tj < 0, 1 ≤ j ≤ n}, γ(τ) ∈ Γ(S, p) and
constant C does not depend on γ(τ). Also were considered some validity
conditions on the inequality on non-trivial subsets Γ(S, p) in cases, where
they were not satisfied on the whole Γ(S, p).
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ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ НЕРАВЕНСТВА БОРА

Аннотация. Пусть p ∈ (1, 2], n ≥ 1, S ⊆ Rn и Γ(S, p) —
множество всех тех функций, γ(t) ∈ Lp(Rn), носитель пре-
образования Фурье которых лежит в S. В работе получены
условия выполнения неравенства

∥∥∥∥∥∥

∫

Et

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C ‖γ(τ)‖Lp(Rn) ,

где t = (t1, t2, . . . , tn) ∈ Rn, Et = {τ | τ = (τ1, τ2, . . . , τn) ∈ Rn,
τj ∈ [0, tj ], если tj ≥ 0 и τj ∈ (tj , 0], если tj < 0, 1 ≤ j ≤
≤ n}, γ(τ) ∈ Γ(S, p) и константа C не зависит от γ(τ). Также
рассмотрены некоторые условия выполнения неравенства на
нетривиальных подмножествах Γ(S, p) в случаях, когда оно
не выполняется на всем Γ(S, p).
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Введение

Пусть Λ > 0 и P (Λ) — множество всевозможных конечных триго-
нометрических сумм вида:

p(t) =
n∑

m=1

pmeiλmt,

показатели Фурье которых удовлетворяют условию

min
1≤m≤N

|λm| ≥ Λ.

c© Иванов Б. Ф., 2013
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В апрельском номере журнала [1] за 1935 г. Х.Бор анонсировал,
а позднее в том же году опубликовал в [2] для таких сумм p(t) дока-
зательство неравенства, названного впоследствии ([4] и др.) неравен-
ством Бора:

|p(t)| ≤ π

2Λ
‖dp(t)/dt‖L∞(R1) , p(t) ∈ P (Λ).

Далее Ж.Фавар [3] обобщил это неравенство на случай f(t) —
непрерывных, периодических, а позже — в [4] — равномерных почти
периодических функций (т. е. почти периодических функций Бора).
В 1937 г. Б.М.Левитан [5] усилил результат Фавара, распространив
неравенство на более широкий класс функций, производные которых
ограничены, измеримы и удовлетворяют некоторому дополнительно-
му ограничению. В 1954 г. Л.Хермандер [6] обобщил результат Ле-
витана. Согласно [6], вместо дополнительного ограничения Левитана
достаточно потребовать, чтобы носитель преобразования Фурье функ-
ции f(t) не содержал интервал (−Λ, Λ).

Впоследствии обобщение неравенства Бора продолжалось разны-
ми авторами: [7–10]; фактически один из вариантов обобщения нера-
венства Бора содержится в работе [11]; свое доказательство для почти
периодического случая, но без точной оценки константы дано в [12].

В настоящей статье, в отличие от работ перечисленных выше ав-
торов, неравенство Бора в форме оценки интеграла от функции че-
рез норму самой этой функции распространено на некоторые классы
функций из Lp(Rn), n ≥ 1, p ∈ (1, 2], и при этом точки носителя преоб-
разования Фурье функций из этих классов могут иметь нулевые коор-
динаты. Такого рода неравенство, но только для функций, носители
преобразования Фурье которых отделены от нуля, существенным об-
разом использовалось автором при n = 1 для построения частотного
критерия ограниченности и гладкости в смысле Фреше по параметрам
решений систем обыкновенных линейных дифференциальных уравне-
ний [13, 14].

Пусть p > 1, n ≥ 1, S ⊆ Rn и Γ(S, p) — множество всех тех функций
γ(t) ∈ Lp(Rn), носитель преобразования Фурье которых лежит в S.
Для каждого t = (t1, t2, . . . , tn) ∈ Rn обозначим

Et = {τ | τ = (τ1, τ2, . . . , τn) ∈ Rn, τj ∈ [0, tj ], если tj ≥ 0, и τj ∈ (tj , 0],

если tj < 0, 1 ≤ j ≤ n}.
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В настоящей работе устанавливаются условия выполнения нера-
венства ∥∥∥∥∥∥

∫

Et

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C ‖γ(τ)‖Lp(Rn), (0.1)

где γ(t) принадлежит Γ(S, p) или, если (0.1) не выполняется на всем
Γ(S, p), то — специально построенному нетривиальному подмножеству
множества Γ(S, p), а константа C не зависит от выбора γ(τ) из Γ(S, p)
или, соответственно, его подмножества.

Если p ∈ (1, 2], то, согласно основному утверждению настоящей
работы, содержащемуся в теореме 2.1, для выполнения неравенства
(0.1) достаточно при некоторых дополнительных предположениях от-
носительно S, чтобы функция

K(S, t) =
(

1
2π

)n ∫

Rn

ei(y,t)

[
n∏

m=1

1
iym

]
· ξS(y)dy

удовлетворяла условию

K(S, t) ∈ Lq(Rn), (0.2)

где
1
p

+
1
q

= 1, y = (y1, y2, . . . , yn) и ξS(y) — характеристическая

функция множества S. Если же p = 2, то (теорема 2.2) при тех же
предположениях относительно S условие (0.2) является необходимым
и достаточным для выполнения (0.1). В случае, когда (0.2) не вы-
полняется, в пространстве Γ(S, p) можно (теоремы 3.0–3.2) выделить
нетривиальные подмножества, на которых (0.1) выполняется с кон-
стантой C, не зависящей от функции γ(τ), выбранной из соответству-
ющего подмножества. Отметим, что если p = 1, то неравенство (0.1),
очевидно, выполняется при любом S ⊆ Rn.

Работа состоит из введения и трех параграфов. Первый носит вспо-
могательный характер. Он начинается с выбора формы записи пре-
образования Фурье и сводки (с учетом введенных обозначений) ряда
известных теорем и формул. Далее доказываются леммы 1.0–1.2, ха-
рактеризующие строение множества S ⊆ Rn, удовлетворяющего неко-
торому (определение 1.1) условию (N).
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Во втором параграфе доказывается (теорема 2.0), что если p ∈
∈ (1, 2], то условие

sup
t∈Rn

‖K(S, t, τ)‖Lq(Rn) < +∞, (0.3)

где
1
p

+
1
q

= 1,

K(S, t, τ) =
(

1
2π

)n ∫

Rn

ei(y,τ)

[
n∏

m=1

1− e−iymtm

iym

]
ξS(y)dy,

y = (y1, y2, . . . , yn), t = (t1, t2, . . . , tn), является достаточным для вы-
полнения (0.1) при любом γ(τ) ∈ Γ(S, p); если же p = 2, то — необ-
ходимым и достаточным. Далее доказывается упоминавшаяся выше
теорема 2.1 и устанавливается (следствие 2.1.1), что при n = 1 и вы-
полнении (0.2) существуют всевозможные несобственные интегралы
от функций γ(τ) ∈ Γ(S, p). Согласно теореме 2.2, условие (0.2) при
p = 2 является необходимым и достаточным для выполнения (0.1)
при γ(τ) ∈ Γ(S, p). Если p = 2 и n = 1, то, по следствию 2.2.1, множе-
ство Γ(S, 2), на котором выполняется (0.2), целиком состоит из функ-
ций, для которых существуют всевозможные несобственные интегра-
лы. Завершает второй параграф теорема 2.3, в которой утверждается,
что, если S ⊂ Rn отделено от каждой из n координатных гиперплос-
костей на расстояние εm > 0, 1 ≤ m ≤ n соответственно, то

∥∥∥∥∥∥

∫

Et

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C22(
n∏

m=1

εm

)1/q
‖γ(τ)‖Lp(Rn),

1
p

+
1
q

= 1,

где C22 > 0 не зависит от γ(τ) ∈ Γ(S, p). Это неравенство, представ-
ляющее собой при n = 1 прямое обобщение неравенства Бора (заме-
чание 2.2), использовалось автором в работах [13, 14].

Пусть S ⊆ Rn произвольное множество, S∩F 6= ∅, где F — объеди-
нение координатных гиперплоскостей, и не выполняются достаточные
условия, сформулированные в теоремах 2.0–2.1, тогда неравенство
(0.1) может не выполняться, например из-за наличия в Γ(S, p) функ-
ций с неограниченными интегралами. В теоремах 3.0–3.2 из третьего
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параграфа рассмотрен вопрос о выполнении неравенства (0.1) на неко-
торых нетривиальных подмножествах Γ(S, p), таких, что неравенство
сохраняется и при некоторых малых возмущениях функции γ(τ).

Помимо перечисленных утверждений, работа содержит и некото-
рые другие результаты, а также примеры. Утверждения, полученные
в настоящей работе, позволяют усилить результаты по ограниченнос-
ти и гладкости по параметрам в теории обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, а также расширить область применения пост-
роенного автором частотного критерия.

§1. Некоторые обозначения и вспомогательные
утверждения

Пусть n ≥ 1 и u(t) ∈ L1(Rn). Как и в [15, с. 77] будем обозначать
преобразование Фурье функции u(t) ∈ L1(Rn) через û(y), где y ∈ Rn,
но, следуя [16, с. 425], выберем û(y) в виде

û(y) =
∫

Rn

e−i(y,t)u(t)dt.

Обратное преобразование Фурье функции v(y) ∈ L1(Rn), опять-
таки следуя [15, с. 77], будем обозначать через ṽ(t), t ∈ Rn, где ṽ(t),
согласно [16, с. 427], имеет вид

ṽ(t) =
(

1
2π

)n ∫

Rn

ei(y,t)v(y)dy.

Пусть n ≥ 1 и p ∈ (0, 2], тогда [17, с. 128], если γ(t) ∈ Lp(Rn), то

существует γ̂(y) ∈ Lq(Rn),
1
p

+
1
q

= 1. Будем обозначать через Hp

константу из неравенства Хаусдорфа–Юнга

‖γ̂(y)‖Lq(Rn) ≤ Hp‖γ(t)‖Lp(Rn),
1
p

+
1
q

= 1.

Если n ≥ 1, p ∈ (1, 2], α(τ) ∈ Lp(Rn), β(y) ∈ Lp(Rn) и γ(τ) ∈
∈ L2(Rn), то в силу введенных обозначений

{α̂(y)β(y)} (̃τ) = α(τ) ∗ β̃(τ) (1.1)
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и ∫

Rn

α̂(y)β(y)dy = (2π)n

∫

Rn

α(τ) β̃(τ)dτ,

‖γ(τ)‖L2(Rn) =
(

1
2π

)n/2

‖γ̂(y)‖L2(Rn).

Построим две вспомогательные функции. Выберем произвольное
δ > 0 и обозначим через ω(δ, t) такую функцию, преобразование Фурье
которой имеет вид:

ω̂(δ, y) =
1
δ2

ξ[−δ/2,δ/2](y) ∗ ξ[−δ/2,δ/2](y), (1.2)

где ξM (y) — характеристическая функция множества M ⊆ R1. Тогда,
согласно (1.2): ∫

R1

ω̂(δ, y)dy = 1,

ω̂(δ, y) =

{ 1
δ2

(δ − |y|), при |y| ≤ δ,

0, при |y| > δ.
(1.3)

Пусть a, b ∈ R1, a < b и число δ > 0 столь мало, что a + δ < b− δ.
Обозначим через Ω([a, b], δ, t) такую функцию, преобразование Фурье
которой имеет вид:

Ω̂([a, b], δ, y) = ξ[a,b](y) ∗ ω̂(δ, y). (1.4)

Тогда
0 ≤ Ω̂([a, b], δ, y) ≤ 1
Ω̂([a, b], δ, y) = 0, y 6∈ (a− δ, b + δ)
Ω̂([a, b], δ, y) = 1, y ∈ [a + δ, b− δ]
Ω([a, b], δ, t) ∈ Lp(R1), при любом p ≥ 1





(1.5)

Теперь рассмотрим некоторые утверждения о множестве S ⊆ Rn

при n ≥ 1, параметре p > 1 и множестве Γ(S, p), являющимся норми-
рованным подпространством пространства Lp(Rn).

Определение 1.1. Будем говорить, что множество S ⊆ Rn, n ≥ 1,
S 6= ∅ удовлетворяет условию (N), если для каждой точки y0 ∈ S
можно указать такую функцию γ0(τ) ∈ Γ(S, p), что y0 ∈ supp γ̂0(y).
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Таким образом, если S удовлетворяет условию (N), то Γ(S, p) 6= ∅.
Ясно, что функция γ0(t) из определения (1.1) не может равняться
нулю для почти всех t ∈ Rn, так как в противном случае γ̂0(y) = 0
для y ∈ Rn. Но тогда supp γ̂0(y) = ∅, и условие y0 ∈ supp γ̂0(y)
не выполняется.

Пример 1.1. Если S ⊆ Rn открыто, S 6= ∅, то оно удовлетворяет
условию (N).

Действительно, для любой точки y0 = (y01, y02, . . . , y0n) ∈ S в ка-
честве γ0(t) можно взять функцию

ϕ(t) = ϕ(t1, t2, . . . , tn) =
n∏

k=1

Ω([y0k − 2δ, yok + 2δ], δ, tk),

поскольку ϕ(t) ∈ Lp(Rn) при любом p ≥ 1 и при δ > 0 достаточно
малом y0 ∈ supp γ̂0(y) ⊂ S.

Лемма 1.0. Пусть p ≥ 1, n ≥ 1, S ⊆ Rn — произвольное множество,
удовлетворяющее условию (N), и для любой функции γ(τ) ∈ Γ(S, p)
выполняется (0.1). Тогда S 6= Rn.

Доказательство. Пусть p > 1, n ≥ 1 и, вопреки утверждению лем-
мы, S = Rn. Рассмотрим вспомогательную функцию

γ(τ) =
n∏

k=1

sin2 τk

τk
∈ Lp(Rn) = Γ(Rn, p),

где τ = (τ1, τ2, . . . , τk), supp γ̂0(y) = {y | y = (y1, y2, . . . , yn), |yk| ≤ 2,
1 ≤ k ≤ n} ⊂ Rn. Так как ‖γ(t)‖Lp(Rn) < +∞ и

∣∣∣∣∣∣

∫

Et

γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
=

n∏

k=1

∣∣∣∣∣∣

tk∫

0

sin2 τk

τk
dτk

∣∣∣∣∣∣
→∞,

при min
1≤k≤n

|tk| → +∞, то невозможно указать константу C, обеспечи-

вающую выполнение неравенства (0.1). 2

Пусть a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn), ak < bk, 1 ≤ k ≤ n и
Π[a, b] = {y | y = (y1, y2, . . . , yn), ak ≤ yk ≤ bk, 1 ≤ k ≤ n}.
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Выберем произвольный вектор δ = (δ1, δ2, . . . , δk) с положительны-
ми, но столь малыми координатами, что ak + δk < bk − δk, 1 ≤ k ≤ n,
и обозначим

Ω(Π[a, b], δ, t) =
n∏

k=1

Ω([ak, bk], δk, tk),

где t = (t1, t2, . . . , tn).

Лемма 1.1. Пусть n ≥ 1, ε = (ε1, ε2, . . . , εn) — произвольный вектор
с положительными координатами, 1 < p ≤ 2, γ(t) ∈ Lp(Rn), и y0 ∈
∈ supp γ̂(y) — произвольная точка. Тогда

mesn {(Π[y0 − ε, y0 + ε]) ∩ supp γ̂(y)} > 0.

Доказательство. Допустим вопреки утверждению леммы, что су-
ществует вектор ε = (ε1, ε2, . . . , εn), для которого

mesn{(Π[y0 − ε, y0 + ε]) ∩ supp γ̂(y)} = 0.

Рассмотрим функцию h(t) = γ(t)∗Ω
(

Π
[
y0 − 2

3
ε, y0 +

2
3

ε

]
,
1
3

ε, t

)
.

Так как Ω
(

Π
[
y0 − 2

3
ε, y0 +

2
3

ε

]
,
1
3

ε, t

)
∈ L1(Rn), то h(t) ∈ Lp(Rn)

и,

следовательно, ĥ(y) ∈ Lq(Rn),
1
p

+
1
q

= 1.

Найдем supp ĥ(y). По построению функции h(t) и определению
Ω̂(Π[a, b], δ, t):

supp ĥ(y) ⊆ {Π[y0 − ε, y0 + ε]} ∩ supp γ̂(y),

так что в силу исходного предположения mesn supp ĥ(y) = 0.
Пусть S(Rn) — пространство основных функций [15, c. 73], т. е. про-

странство бесконечно дифференцируемых функций, быстро убываю-
щих на бесконечности. Для любой основной функции ϕ(τ) ∈ S(Rn)
имеем: ∫

Rn

h(t)ϕ(t)dt =
(

1
2π

)n ∫

Rn

ĥ(y)ϕ̂(y)dy =

=
(

1
2π

)n ∫

supp ĥ(y)

ĥ(y)ϕ̂(y)dy = 0.
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Следовательно, h(t) = 0 для п. в. t ∈ Rn. Но тогда ĥ(y) ≡ 0 и
supp ĥ(y) = ∅, т. е. y0 6∈ supp ĥ(y), что противоречит условию лем-
мы. 2

Лемма 1.2. Пусть p ∈ (1, 2], n ≥ 1, S 6= ∅, S ⊂ Rn измеримо и удов-
летворяет условию (N). Тогда mesnS > 0.

Доказательство. Выберем произвольную точку y0 ∈ S. В силу усло-
вия (N), для этой точки y0 ∈ S можно указать функцию γ0(τ) ∈
∈ Γ(S, p) такую, что y0 ∈ supp γ̂0(y) ⊆ S. Выберем произвольный
вектор ε ∈ Rn с положительными координатами. Тогда по лемме 1.1:
mesnS ≥ mesn{(Π[y0 − ε, y0 + ε]) ∩ S} ≥ mesn{(Π[y0 − ε, y0 + ε])∩
∩ supp γ̂0(y)} > 0. 2

Замечание 1.1. Учитывая результат леммы 1.2, в дальнейшем при
рассмотрении измеримых множеств S, удовлетворяющих условию (N),
мы будем дополнительно предполагать, что mesnS > 0.

§2. Условия выполнения (0.1) при γ(t) ∈ Γ(S,p)

Пусть n ≥ 1, S ⊂ Rn, mesnS > 0 и τ ∈ Rn. Так как по определению

K(S, t, τ) =
(

1
2π

)n ∫

Rn

ei(y,τ)

[
n∏

k=1

1− e−iyktk

iyk

]
ξS(y)dy,

где y = (y1, y2, . . . , yn) и t = (t1, t2, . . . , tn), то, согласно обозначениям
из параграфа 1:

K̂(S, t, y) =

[
n∏

k=1

1− e−iyktk

iyk

]
ξS(y)

для п. в. y ∈ Rn. Легко видеть, что при каждом t ∈ Rn и r ∈ (1, +∞]
функция K̂(S, t, ·) ∈ Lr(Rn), и, если r ∈ (1, 2], то в силу теоремы
Хаусдорфа – Юнга функция K(S, t, ·) ∈ Lr′(Rn), где r′ = r/(r − 1) ∈
∈ [2, +∞).

Для каждой точки t = (t1, t2, . . . , tn) ∈ Rn будем обозначать через
n(t) число ее отрицательных координат. Тогда в соответствии с опре-
делением множества Et для любой функции γ(t) ∈ Lp(Rn) получаем:

(−1)n(t)

∫

Et

γ(τ)dτ =

t1∫

0

· · ·
tn∫

0

γ(τ1, . . . , τn)dτ1 . . . dτn.
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Лемма 2.0. Пусть p ∈ (1, 2], n ≥ 1, S ⊂ Rn и mesnS > 0. Тогда при
каждом t ∈ Rn имеет место равенство

(−1)n(t)

∫

Et

γ(τ)dτ =
∫

Rn

K(S, t, τ) γ(τ)dτ, γ(τ) ∈ Γ(S, p). (2.1)

Доказательство. Так как p ∈ (1, 2], то [17, с. 128] для любой функ-
ции γ(t) ∈ Γ(S, p) ⊂ Lp(Rn) существует

γ̂(y) =
∫

Rn

e−i(y,τ)γ(τ)dτ ∈ Lq(Rn),
1
p

+
1
q

= 1

и
lim

R→+∞
‖γ(τ)− γ(τ, R)‖Lp(Rn) = 0,

где

γ(τ, R) =
(

1
2π

)n ∫

‖y‖≤R

γ̂(y)ei(y,τ)dy.

Пусть t = (t1, t2, . . . , tn) ∈ Rn — произвольная точка, не имею-
щая нулевых координат. Сделав в случае необходимости замену пе-
ременных, можно без ограничения общности полагать, что tm > 0,
m = 1, 2, . . . , n. Выберем произвольное ε > 0 и обозначим через R0

такое число, что
‖γ(τ)− γ(τ, R0)‖Lp(Rn) < ε.

Тогда
∫

Et

γ(τ)dτ =
∫

Et

γ(τ, R0)dτ +
∫

Et

[γ(τ)− γ(τ, R0)]dτ.

Рассмотрим каждое слагаемое из правой части этого равенства.
Имеем:

∣∣∣∣∣∣

∫

Et

[γ(τ)− γ(τ, R0)]dτ

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖γ(τ)− γ(τ, R0)‖Lp(Rn) · {mesn Et}1/q

и
∫

Et

γ(τ, R0)dτ =
∫

Et




(
1
2π

)n ∫

‖y‖≤R0

γ̂(y)ei(y,τ)dy


 dτ =
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=
(

1
2π

)n ∫

‖y‖≤R0

γ̂(y)




∫

Et

ei(y,τ)dτ


 dy =

=
(

1
2π

)n ∫

‖y‖≤R0

γ̂(y)

{
n∏

m=1

eiymtm − 1
iym

}
dy,

где y = (y1, y2, . . . , yn).
Переходя к пределу при R0 → +∞, получим:

∫

Et

γ(τ)dτ =
(

1
2π

)n ∫

Rn

[
n∏

m=1

eiymtm − 1
iym

]
γ̂(y)dy.

Так как supp γ̂(y) ⊆ S для любой функции γ(τ) ∈ Γ(S, p), то

∫

Et

γ(τ)dτ =
(

1
2π

)n ∫

Rn

[
n∏

m=1

eiymtm − 1
iym

]
ξS(y)γ̂(y)dy =

=
(

1
2π

)n ∫

Rn

[
n∏

m=1

e−iymtm − 1
−iym

]
ξS(y) · γ̂(y)dy =

=
(

1
2π

)n ∫

Rn

K̂(S, t, y) γ̂(y)dy, (2.2)

откуда в силу теоремы Планшереля и следует утверждение леммы:
(

1
2π

)n ∫

Rn

K̂(S, t, y) γ̂(y)dy =
∫

Rn

K(S, t, τ) γ(τ)dτ.

2

Обозначим через

C(S, p) = sup
γ(τ)∈Γ(S,p)

∥∥∥∥∥
∫
Et

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

‖γ(τ)‖Lp(Rn)
(2.3)
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наименьшую из констант C, при которой для любого γ(τ) ∈ Γ(S, p)
выполняется неравенство (0.1).

Теорема 2.0. Пусть p ∈ (1, 2], n ≥ 1, S ⊂ Rn и mesnS > 0. Тогда:
1) если выполнено условие (0.3):

sup
t∈Rn

‖K(S, t, τ)‖Lq(Rn) < +∞,
1
p

+
1
q

= 1,

то справедливо неравенство (0.1):
∥∥∥∥∥∥

∫

Et

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C(S, p) ‖γ(τ)‖Lp(Rn), γ(τ) ∈ Γ(S, p),

где
C(S, p) ≤ sup

t∈Rn

‖K(S, t, τ)‖Lq(Rn);

2) если же p = 2, то условие (0.3):

sup
t∈Rn

‖K(S, t, τ)‖L2(Rn) < +∞

является необходимым и достаточным для выполнения неравенства
(0.1):

∥∥∥∥∥∥

∫

Et

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C(S, 2) ‖γ(τ)‖L2(Rn), γ(τ) ∈ Γ(S, p),

где
C(S, 2) = sup

t∈Rn

‖K(S, t, τ)‖L2(Rn).

Доказательство. 1) Если выполнено (0.3), то при каждом t ∈ Rn :
∣∣∣∣∣∣

∫

Et

γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖K(S, t, ·)‖Lq(Rn) · ‖γ(τ)‖Lp(Rn),

откуда следует первое утверждение теоремы, поскольку C(S, p) — наи-
меньшая константа при оценке модуля интеграла через норму подин-
тегральной функции.
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2) Пусть p = 2 и выполнено неравенство (0.1) с константой C =
= C(S, 2) :

∥∥∥∥∥∥

∫

Et

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C(S, 2) ‖γ(τ)‖L2(Rn).

Тогда по тереме Планшереля
∥∥∥∥∥∥

∫

Et

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C(S, 2)
(

1
2π

)n/2

‖γ̂(y)‖L2(Rn).

Но, согласно (2.2),

(−1)n(t)

∫

Et

γ(τ)dτ =
(

1
2π

)n ∫

Rn

K̂(S, t, y) γ̂(y)dy

для любой функции γ̂(y) ∈ L2(S). Следовательно,

(
1
2π

)n/2 ∥∥∥K̂(S, t, ·)
∥∥∥

L2(S)
≤ C(S, 2),

а так как

‖K(S, t, ·)‖L2(Rn) =
(

1
2π

)n/2 ∥∥∥K̂(S, t, ·)
∥∥∥

L2(S)

и константа C(S, 2) по определению минимальная, то

sup
t∈Rn

‖K(S, t, τ)‖L2(Rn) = C(S, 2).

Теорема доказана. 2

Продолжим рассмотрение достаточных условий выполнения нера-
венства (0.1). Пусть ε = (ε1, ε2, . . . , εn) — произвольный вектор с поло-

жительными координатами и Q(ε) =
n⋃

k=1

{y | y = (y1, y2, . . . , yn), |yk| ≤

≤ εk}. Множество Q(ε) представляет собой замкнутую окрестность
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системы координатных гиперплоскостей F =
n⋃

k=1

{y | y = (y1, y2, . . . , yn),

yk = 0}.
Так как p ∈ (1, 2], то

[
n∏

m=1

1
iym

]
ξS(y) ∈ Lp(Rn \Q(ε))

и, следовательно,

(
1
2π

)n ∫

Rn\Q(ε)

ei(y,τ)

[
n∏

m=1

1
iym

]
ξS(y)dy ∈ Lq(Rn).

По определению, условие (0.2) будем понимать в том смысле, что
существует функция K(S, τ) ∈ Lq(Rn), для которой

lim
‖ε‖→0

∥∥∥∥∥∥∥
K(S, τ)−

(
1
2π

)n ∫

Rn\Q(ε)

ei(y,τ)

[
n∏

m=1

1
iym

]
ξS(y)dy

∥∥∥∥∥∥∥
Lq(Rn)

= 0.

Теорема 2.1. Пусть n ≥ 1, t ∈ Rn, S ⊂ Rn, mesnS > 0 и p ∈ (1, 2].
Тогда, если выполняется условие (0.2):

K(S, τ) ∈ Lq(Rn),
1
p

+
1
q

= 1,

то для интеграла от любой функции γ(τ) ∈ Γ(S, p) имеет место равен-
ство:

(−1)n(t)

∫

Et

γ(τ)dτ =
∫

Rn

K(S, τ) γ(τ)dτ−

−
n∑

a=1

∫

Rn

K(S, . . . , τa − ta, . . .) γ(τ)dτ+

+
n∑

a,b=1
a<b

∫

Rn

K(S, . . . , τa − ta, . . . , τb − tb, . . .) γ(τ)dτ + . . . +



Об одном обобщении неравенства Бора 35

+(−1)n

∫

Rn

K(S, τ1 − t1, . . . , τn − tn) γ(τ)dτ, (2.4)

где τ = (τ1, τ2, . . . , τn), t = (t1, t2, . . . , tn) и выполняется неравен-
ство (0.1):

∥∥∥∥∥∥

∫

Et

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C(S, p) ‖γ(τ)‖Lp(Rn)

при
C(S, p) ≤ 2n‖K(S, τ)‖Lq(Rn). (2.5)

Замечание 2.1. Ясно, что (0.2) выполняется, если
[

n∏
m=1

1
iym

]
ξS(y) ∈ Lp(Rn).

Доказательство теоремы 2.1 Пусть p ∈ (1, 2], γ(τ) ∈ Γ(S, p), t =
= (t1, t2, . . . , tn) — произвольная точка, ε = (ε1, ε2, . . . , εn) — произ-
вольный вектор с положительными координатами и y = (y1, y2, . . . , yn).
Согласно (2.1):

(−1)n(t)

∫

Et

γ(τ)dτ =
∫

Rn

K(S, t, τ) γ(τ)dτ =

=
∫

Rn

γ(τ)





(
1
2π

)n ∫

Rn

ei(y,τ)

[
n∏

k=1

1− e−iyktk

iyk

]
ξS(y)dy



dτ =

=
∫

Rn

γ(τ)





(
1
2π

)n

lim
‖ε‖→0

∫

Rn\Q(ε)

ei(y,τ)

[
n∏

k=1

1− e−iyktk

iyk

]
ξS(y)dy





dτ,

(2.6)
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где в силу (0.2):

lim
‖ε‖→0

(
1
2π

)n ∫

Rn\Q(ε)

ei(y,τ)

[
n∏

k=1

1− e−iyktk

iyk

]
ξS(y)dy =

= lim
‖ε‖→0





(
1
2π

)n ∫

Rn\Q(ε)

ei(y,τ)

[
n∏

k=1

1
iyk

]
ξS(y)dy−

−
n∑

a=1

(
1
2π

)n ∫

Rn\Q(ε)

ei(y,τ)




n∏

k = 1
k 6= a

1
iyk




e−iyata

iya
ξS(y)dy+

+
n∑

a, b = 1
a < b

(
1
2π

)n ∫

Rn\Q(ε)

ei(y,τ)




n∏

k = 1
k 6= a, b

1
iyk




e−iyata

iya
· e−iybtb

iyb
ξS(y)dy+

+ . . . + (−1)n

(
1
2π

)n ∫

Rn\Q(ε)

ei(y,τ)

[
n∏

k=1

e−iyktk

iyk

]
ξS(y)dy





=

= K(S, τ)−
n∑

a=1

K(S, . . . , τa − ta, . . .)+

+
n∑

a, b = 1
a < b

K(S, . . . , τa − ta, . . . , τb − tb, . . .) + . . . +

+(−1)nK(S, τ1 − t1, . . . , τn − tn). (2.7)

При любом t ∈ Rn каждое слагаемое, стоящее в правой части (2.7),
принадлежит Lq(Rn). Поэтому в равенстве (2.6) можно перейти к сум-
ме интегралов, что и дает (2.4). Из (2.4) получаем:

∥∥∥∥∥∥

∫

Et

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ 2n‖K(S, t)‖Lq(Rn) ‖γ(τ)‖Lp(Rn),

и тогда из (2.3), очевидно, следует (2.5). 2
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Следствие 2.1.1. Пусть n = 1, S ⊂ R1, mes S > 0, p ∈ (1, 2] и
выполняется условие (0.2). Тогда для любой функции γ(τ) ∈ Γ(S, p) :

1)

+∞∫

0

γ(τ)dτ = −
−∞∫

0

γ(τ)dτ, (2.8)

2)

∣∣∣∣∣∣

±∞∫

0

γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖K(S, τ)‖Lq(R1) · ‖γ(τ)‖Lp(R1), (2.9)

причем если p = 2, то оценка
∣∣∣∣∣∣

±∞∫

0

γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖K(S, τ)‖L2(R1) · ‖γ(τ)‖L2(R1) (2.10)

точная.

Доказательство. 1) Выберем произвольную функцию γ(τ) ∈ Γ(S, p).
При n = 1 из (2.4) получаем:

+∞∫

0

γ(τ)dτ = lim
t→+∞

t∫

0

γ(τ)dτ =

= lim
t→+∞





∫

R1

K(S, τ) γ(τ)dτ −
∫

R1

K(S, τ − t) γ(τ)dτ



 .

Покажем, что

lim
|t|→+∞

∣∣∣∣∣∣

∫

R1

K(S, τ − t) γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Действительно, для любого ε > 0 можно указать такие T, t0 > 0, что:

‖γ(τ)‖Lp(R1\[−T,T ]) <
ε

2‖K(S, τ)‖Lp(R1)
,

и при t > t0

‖K(S, τ − t)‖q
Lq [−T,T ] =

T∫

−T

|K(S, τ − t)|qdτ <
(ε

2

)q

· 1
‖γ(τ)‖q

Lp(R1)

.
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Тогда
∣∣∣∣∣∣

∫

R1

K(S, τ − t) γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣





∫

R1\[−T,T ]

+

T∫

−T





K(S, τ − t) γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤ ‖K(S, τ − t)‖Lq(R1) ‖γ(τ)‖Lp(R1\[−T,T ])+

+‖K(S, τ − t)‖Lq [−T,T ] ‖γ(τ)‖Lp(R1) < ε.

Следовательно,

+∞∫

0

γ(τ)dτ =
∫

R1

K(S, τ) γ(τ)dτ.

Аналогично рассматривается и второй интеграл

(−1)

−∞∫

0

γ(τ)dτ =
∫

R1

K(S, τ) γ(τ)dτ.

Таким образом,

+∞∫

0

γ(τ)dτ = (−1)

−∞∫

0

γ(τ)dτ =
∫

R1

K(S, τ) γ(τ)dτ. (2.11)

2) Неравенство (2.9) очевидным образом следует из (0.2) и (2.11).
Покажем, что при p = 2 оценка (2.10) точная. В силу (0.2) для лю-
бой функции γ(τ) ∈ Γ(S, 2) выполняется неравенство (0.1), поэтому,
согласно (2.11),

∣∣∣∣∣∣

∫

R1

K(S, τ) γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

±∞∫

0

γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
≤ C(S, 2) ‖γ(τ)‖L2(R1),

где
∣∣∣∣∣∣

∫

R1

K(S, τ) γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1
2π

∫

R1

K̂(S, y) γ̂(y)dy

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1
2π

∫

S

K̂(S, y) γ̂(y)dy

∣∣∣∣∣∣
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и
‖γ(τ)‖L2(R1) =

1√
2π
‖γ̂(y)‖L2(R1) =

1√
2π
‖γ̂(y)‖L2(S),

поскольку supp γ̂(y) ⊆ S.
Следовательно, для любой функции γ̂(y) ∈ L2(S) выполняется

неравенство:
∣∣∣∣∣∣

∫

S

K̂(S, y) γ̂(y)dy

∣∣∣∣∣∣
≤
√

2π C(S, 2) ‖γ̂(y)‖L2(S).

Так как оценка
∣∣∣∣∣∣

∫

S

K̂(S, y) γ̂(y)dy

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖K̂(S, y)‖L2(S) ‖γ̂(y)‖L2(S)

точная, то
‖K̂(S, y)‖L2(S) ≤

√
2π C(S, 2),

откуда √
2π ‖K(S, τ)‖L2(R1) ≤

√
2π C(S, 2).

Константа C(S, 2) в неравенстве (0.1) минимальная, поэтому из (2.9):

C(S, 2) ≤ ‖K(S, τ)‖L2(R1).

Таким образом, C(S, 2) = ‖K(S, τ)‖L2(R1), и оценка (2.10) является
точной. 2

Прежде чем переходить к теореме 2.3, рассмотрим одно вспомога-
тельное утверждение.

Лемма 2.1. Пусть n ≥ 1, S ⊂ Rn, mesnS > 0 и p = 2, тогда

‖K(S, τ)‖L2(Rn) ≤
1

2n/2
sup
t∈Rn

‖K(S, t, τ)‖L2(Rn).

Доказательство. Так как
∣∣∣∣∣

n∏

k=1

1− e−iyktk

iyk

∣∣∣∣∣

2

= 2n
n∏

k=1

1− cos yktk
y2

k

=
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= 2n





n∏

k=1

1
y2

k

−
n∑

a=1




n∏

k=1
k 6=a

1
y2

k


 cos yata

y2
a

+

+
n∑

a,b=1
a<b




n∏

k=1
k 6=a,b

1
y2

k


 cos yata

y2
a

· cos ybtb
y2

b

+ . . . + (−1)n
n∏

k=1

cos yktk
y2

k





,

то для любого вектора ρ = (ρ1, ρ2, . . . , ρn) с положительными коорди-
натами имеем:

2n

∫

Rn\Q(ρ)

[
n∏

k=1

1
y2

k

]
ξS(y)dy =

∫

Rn\Q(ρ)

∣∣∣∣∣
n∏

k=1

1− e−iyktk

iyk

∣∣∣∣∣

2

ξS(y)dy + F(ρ, t),

где

F(ρ, t) = 2n
n∑

a=1

∫

Rn\Q(ρ)




n∏

k = 1
k 6= a

1
y2

k




cos yata
y2

a

ξS(y)dy−

−2n
n∑

a,b=1
a<b

∫

Rn\Q(ρ)




n∏

k = 1
k 6= a, b

1
y2

k




cos yata
y2

a

· cos ybtb
y2

b

ξS(y)dy+

+ . . . + (−1)n−12n

∫

Rn\Q(ρ)

[
n∏

k=1

cos yktk
y2

k

]
ξS(y)dy, (2.12)

откуда

2n

∫

Rn\Q(ρ)

(
n∏

k=1

1
y2

k

)
ξS(y)dy ≤

≤
∫

Rn

∣∣∣∣∣
n∏

k=1

1− e−iyktk

iyk

∣∣∣∣∣

2

ξS(y)dy + |F(ρ, t)| =
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=
∥∥∥K̂(S, t, ·)

∥∥∥
2

L2(Rn)
+ |F(ρ, t)|.

Для t = (t1, t2, . . . , tn) обозначим m(t) = min
1≤k≤n

|tk|. Имеем

lim
m(t)→+∞

∥∥∥K̂(S, t, y)
∥∥∥

2

L2(Rn)
≤ sup

t∈Rn

∥∥∥K̂(S, t, y)
∥∥∥

2

L2(Rn)
.

Покажем, что
lim

m(t)→+∞
F(ρ, t) = 0.

Рассмотрим первое слагаемое из первой суммы, стоящей в правой
части (2.12):

2n

∫

Rn\Q(ρ)

[
n∏

k=2

1
y2

k

]
cos y1t1

y2
1

ξS(y)dy.

Функция [
n∏

k=1

1
y2

k

]
ξS(y) ∈ L1(Rn \Q(ρ)).

Следовательно,

lim
t1→+∞

∫

Rn\Q(ρ)

cos y1t1

[
n∏

k=1

1
y2

k

]
ξS(y)dy = 0.

Аналогично устанавливается, что все слагаемые из правой части
(2.12) стремятся к нулю при m(t) → +∞. Следовательно, для любого
ε > 0 можно указать такое m0 = m0(ρ, ε) > 0, что при m(t) > m0

будет выполняться неравенство

2n

∫

Rn\Q(ρ)

[
n∏

k=1

1
y2

k

]
ξS(y)dy ≤

∥∥∥K̂(S, t, y)
∥∥∥

2

L2(Rn)
+ ε,

откуда следует, что для любого вектора ρ ∈ Rn с положительными
координатами имеет место оценка

∫

Rn\Q(ρ)

[
n∏

k=1

1
y2

k

]
ξS(y)dy ≤ 1

2n
sup
t∈Rn

∥∥∥K̂(S, t, y)
∥∥∥

2

L2(Rn)
.
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Таким образом,

∥∥∥K̂(S, y)
∥∥∥

2

L2(Rn)
= lim
‖ρ‖→0

∫

Rn\Q(ρ)

[
n∏

k=1

1
y2

k

]
ξS(y)dy ≤

≤ 1
2n

sup
t∈Rn

∥∥∥K̂(S, t, y)
∥∥∥

2

L2(Rn)
,

откуда в силу теоремы Планшереля и следует утверждение леммы. 2

Теорема 2.2. Пусть n ≥ 1, t ∈ Rn, S ⊂ Rn, mesnS > 0 и p = 2.
Условие (0.2)

K(S, τ) ∈ L2(Rn)

является необходимыми достаточным для выполнения равенства (2.4):

(−1)n(t)

∫

Et

γ(τ)dτ =
∫

Rn

K(S, τ) γ(τ)dτ−

−
n∑

a=1

∫

Rn

K(S, . . . , τa − ta, . . .) γ(τ)dτ+

+
n∑

a,b=1
a<b

∫

Rn

K(S, . . . , τa − ta, . . . , τb − tb, . . .) γ(τ)dτ + . . . +

+(−1)n

∫

Rn

K(S, τ1 − t1, . . . , τn − tn) γ(τ)dτ,

где τ = (τ1, τ2, . . . , τn), t = (t1, t2, . . . , tn), и неравенства (0.1):
∥∥∥∥∥∥

∫

Et

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C(S, 2) ‖γ(τ)‖L2(Rn), γ(τ) ∈ Γ(S, p),

где
C(S, 2) ≤ 2n‖K(S, t)‖L2(Rn).
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Доказательство. Необходимость. Согласно теореме 2.0, условие (0.3)

sup
t∈Rn

‖K(S, t, τ)‖L2(Rn) < +∞

является необходимым для выполнения (0.1). Но если выполнено (0.3),
то по лемме 2.1 выполняется и условие (0.2):

‖K(S, t)‖L2(Rn) < +∞,

являющееся в соответствии с теоремой 2.1 достаточным для выпол-
нения (2.4) и (2.5).

Достаточность следует из теоремы 2.1. 2

Следствие 2.2.1. Пусть n = 1, S ⊂ R1, mesS > 0 и p = 2. Тогда,
если для любой функции γ(τ) ∈ Γ(S, p) выполняется неравенство (0.1)

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(R1)

≤ C(S, 2) ‖γ(τ)‖L2(R1),

где C(S, 2) не зависит от γ(τ) ∈ Γ(S, p), то для каждой функции γ(τ) ∈
∈ Γ(S, p) имеет место и равенство (2.8):

+∞∫

0

γ(τ)dτ = −
−∞∫

0

γ(τ)dτ.

Доказательство. В силу теоремы 2.2, для выполнения неравенст-
ва (0.1) при p = 2 и любой функции γ(τ) ∈ Γ(S, p) необходимо и доc-
таточно выполнение (0.2)

K(S, τ) ∈ L2(R1).

Но если выполнено (0.2), то, согласно следствию 2.1.1, выполняется
и (2.8). 2

Теорема 2.3. Пусть n ≥ 1, S ⊂ Rn, mesnS > 0, ε = (ε1, . . . , εn) —
вектор с положительными координатами, S ∩ Q(ε) = ∅ и p ∈ (1, 2].
Тогда:

1) K(S, τ) ∈ Lq(Rn),
1
p

+
1
q

= 1;
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2) для интеграла от любой функции γ(τ) ∈ Γ(S, p) имеет место
представление (2.4);

3) выполняется неравенство
∥∥∥∥∥∥

∫

Et

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C22

(ε1ε2 · · · εn)1/q
‖γ(τ)‖Lp(Rn), (2.13)

где C22 > 0 не зависит от γ(τ) ∈ Γ(S, p).

Доказательство. 1) По условию теоремы 2.3
[

n∏
m=1

1
iym

]
ξS(y) ∈ Lp(Rn \Q(ε)) ⊂ Lp(Rn),

и, следовательно, существует

K(S, t) =
(

1
2π

)n ∫

Rn

ei(y,t)

[
n∏

m=1

1
iym

]
ξS(y)dy ∈ Lq(Rn),

при этом по теореме Хаусдорфа–Юнга:

‖K(S, t)‖Lq(Rn) ≤ Hp

∥∥∥∥∥

[
n∏

m=1

1
iym

]
ξS(y)

∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

≤

≤ Hp





∫

Rn\Q(ε)

∣∣∣∣∣
n∏

m=1

1
iym

∣∣∣∣∣

p

dy





1/p

= Hp



2n

n∏
m=1

+∞∫

εm

1
yp

m
dym





1/p

=

= Hp 2n/p

[
n∏

m=1

1

ε
(p−1)/p
m

] (
1

p− 1

)n/p

=

= Hp

(
2

p− 1

)n/p
[

n∏
m=1

1

ε
1/q
m

]
. (2.14)
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2) В силу (2.14) и теоремы 2.1, для любой функции γ(τ) ∈ Γ(S, p)
имеет место представление (2.4).

3) Неравенство (2.13) следует из (2.5) и (2.14):

∥∥∥∥∥
∫
Et

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

≤ 2nHp

(
2

p−1

)n/p [∏n
m=1

1

ε
1/q
m

]
· ‖γ(τ)‖Lp(Rn). 2

Замечание 2.2. Неравенство (2.13) можно рассматривать в качестве
прямого обобщения неравенства Бора, связывающего L∞(R1) норму
интеграла от функции и норму самой функции, при условии отделен-
ности спектра функции от нуля.

§3. Случай, когда S ∩ F 6= ∅
Пусть p ∈ (1, 2], n ≥ 1, S ⊆ Rn, mesnS > 0 — произвольное

множество, удовлетворяющее условию (N), S ∩ F 6= ∅, и не выпол-
няются достаточные условия, сформулированные в теоремах 2.0–2.1.
В этом случае неравенство (0.1) может не выполняться, например из-
за неограниченности интегралов от некоторых функций из Γ(S, p).
Однако в Γ(S, p) всегда можно выделить (теорема 3.0) нормирован-
ное подпространство Γ(S0, p) 6= ∅, S0 ∩ F = ∅, mesnS0 > 0, S0 ⊂ S,
S0 6= S, на котором выполняется (0.1). Также существует (теорема 3.1)
и множество Γ31 ⊂ Γ(S, p), функции из которого удовлетворяют нера-
венству (0.1)

∥∥∥∥∥∥

∫

Et

µ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C31 ‖µ(τ)‖Lp(Rn),

где C31 > 0 не зависит от µ(t) ∈ Γ31. Множество Γ31 не является под-
пространством Γ(S, p), но (теорема 3.2), если µ(t) ∈ Γ31, то (0.1) вы-
полняется и при некоторых малых возмущениях функции µ(t); кроме
того ⋃

µ(t)∈Γ31

supp µ̂(y) = S.

Теорема 3.0. Пусть p ∈ (1, 2], n ≥ 1, t ∈ Rn, S ⊆ Rn, mesnS > 0—
произвольное множество, удовлетворяющее условию (N). Тогда су-
ществует множество S0 ⊂ S, также удовлетворяющее условию (N) и
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такое, что S0 ∩ F = ∅, и для любой функции γ(τ) ∈ Γ(S0, p) выпол-
няется неравенство (0.1):

∥∥∥∥∥∥

∫

Et

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C(S0, p) ‖γ(τ)‖Lp(Rn),

где константа C(S0, p) > 0 не зависит от γ(τ) ∈ Γ(S0, p).

Доказательство. Пусть y0 = (y01, y02, . . . , y0n) ∈ S, y0 6∈ F — про-
извольная точка. В силу условия (N) существует функция µ0(t) ∈
∈ Γ(S, p) такая, что y0 ∈ supp µ̂0(y) ⊆ S. Выберем какой-либо век-
тор δ = (δ1, δ2, . . . , δn) с положительными координатами и столь ма-
лой нормой, что множество Π[y0 − 3δ, y0 + 3δ] = {y | y = (y1, . . . , yn),
y0m − 3δm ≤ ym ≤ y0m + 3δm, 1 ≤ m ≤ n} не пересекается с F.

Обозначим
γ0(t) = µ0(t) ∗ Ω(Π[y0 − 2δ, y0 + 2δ], δ, t), S0 = supp γ̂0(y),

где (§1):

Ω(Π[y0 − 2δ, y0 + 2δ], δ, t) =
n∏

m=1

Ω(Π[y0m − 2δm, y0m + 2δm], δm, tm),

t = (t1, t2, . . . , tm).
Тогда S0 = supp µ̂0(y) ∩ (Π[y0 − 3δ, y0 + 3δ]) ⊂ S и удалено

от каждой из 1 ≤ m ≤ n координатных гиперплоскостей на рас-
стояние не менее чем 3δm соответственно. А так как в силу (1.5)
Ω(Π[y0 − 2δ, y0 + 2δ], δ, t) ∈ L1(Rn), то γ0(t) ∈ Lp(Rn).

Покажем, что ‖γ0(t)‖Lp(Rn) > 0. Из (1.5) получаем, что Ω̂(Π[y0−
−2δ, y0 + 2δ], δ, y) =

n∏
m=1

Ω([y0m − 2δm, y0m + 2δm], δm, ym) = 1, если

y = (y1, . . . , yn) ∈ Π[y0 − δ, y0 + δ]. Так как γ̂0(y) = µ̂0(y) · Ω̂(Π[y0−
−2δ, y0+2δ], δ, y), то γ̂0(y) = µ̂0(y) для y ∈ Π[y0−δ, y0+δ]. По лемме 1.1,

mesn{(Π[y0 − δ, y0 + δ]) ∩ supp µ̂0(y)} > 0

и, следовательно, ‖γ̂0(y)‖Lq(Rn) > 0. Но тогда в силу неравенства Хаус-
дорфа – Юнга получаем, что ‖γ̂0(t)‖Lp(Rn) > 0.

При этом S0 удовлетворяет условию (N), поскольку для любой
точки y1 ∈ S0 ⊂ S можно указать функцию γ1(t) ∈ Γ(S0, p) такую,
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что y1 ∈ supp γ̂1(y). В качестве такой функции γ1(t) можно взять,
например, функцию γ0(t).

По теореме 2.3, для функций, носители преобразований Фурье ко-
торых лежат в S0, выполняется неравенство (0.1). 2

Рассмотрим некоторые вспомогательные утверждения и построе-
ния. Пусть S ⊆ Rn, mesnS > 0 — произвольное множество, удовле-
творяющее условию (N). Обозначим через k31(y) : Rn → R1 функцию,
удовлетворяющую условиям:

1) k31(y) ∈ L∞(Rn); (3.1)

2) k31(y) > 0, y ∈ Rn \ F ; (3.2)

3)

{
n∏

m=1

1
ym

}
ξS(y) · k1/p

31 (y) ∈ Lp(Rn); (3.3)

4) для любой функции α(t) ∈ Γ(S, p)

{k31(y) α̂(y)} (̃t) ∈ Lp(Rn). (3.4)

Пример 3.1. Если S ⊂ Rn, mesnS > 0 удовлетворяет условию{
n∏

m=1

1
ym

}
ξS(y)∈Lp(Rn), то в качестве k31(y)можно взять k31(y) ≡ a.

Пример 3.2. Пусть p ∈ (1, 2], S ⊆ R1 и mesnS > 0. Функция

G(y) =
y2

1 + y2
удовлетворяет условиям (3.1)–(3.4), предъявляемым

к функции k31(y).
Условия (3.1)–(3.3), очевидно, выполняются. Проверим выполне-

ние (3.4). Для любой функции α(t) ∈ Γ(S, p), согласно (1.1), имеем:

{G(y) α̂(y)} (̃t) =
{

y2

1 + y2
α̂(y)

}
˜
(t) =

{
α̂(y)− 1

1 + y2
α̂(y)

}
˜
(t) =

= α(t)− 1
2π

∫

R1

eiyt 1
1 + y2

α̂(y)dy = α(t)− 1
2

α(t) ∗ e−|t|.
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Следовательно,

‖{G(y) α̂(y)}̃ (t)‖Lp(R1) =
∥∥∥∥α(y)− 1

2
α(t) ∗ e−|t|

∥∥∥∥
Lp(R1)

≤

≤
{

1 +
∥∥∥∥

1
2

e−|t|
∥∥∥∥

L1(R1)

}
· ‖α(t)‖Lp(R1).

Лемма 3.1. Пусть n ≥ 1, S ⊆ Rn, mesnS > 0, p ∈ (1, 2] и функция
k31(y) удовлетворяет условиям (3.1)–(3.4). Тогда, если α(t) ∈ Γ(S, p),
то supp α̂(y) = supp [k31(y) α̂(y)].

Доказательство. Очевидно, что

supp [k31(y) α̂(y)] ⊆ supp k31(y) ∩ supp α̂(y) ⊆ supp α̂(y).

Покажем, что справедливо и обратное:

supp α̂(y) ⊆ supp [k31(y) α̂(y)].

Пусть, напротив, существует точка y0 ∈ supp α̂(y), но

y0 6∈ supp [k31(y) α̂(y)].

Тогда существует V (y0) — окрестность точки y0, не пересекающаяся
с supp [k31(y) α̂(y)], в которой для любой бесконечно дифференцируе-
мой функции ϕ̂(y) с носителем в V (y0) будет выполняться равенство

∫

Rn

[k31(y) α̂(y)] ϕ̂(y)dy =
∫

V (y0)

[k31(y) α̂(y)] ϕ̂(y)dy = 0.

Но тогда, как следует из [15, с. 75], k31(y) α̂(y) = 0 для п. в. y ∈
∈ V (y0), что невозможно, так как α̂(y) не является функцией, равной
нулю, для п. в. y ∈ V (y0), а k31(y) > 0 для y 6∈ F, y ∈ S.

Полученное противоречие показывает, что

supp α̂(y) ⊆ supp [k31(y) α̂(y)],

откуда и следует утверждение леммы. 2

Обозначим Γ̂(S, p) = {β̂(y) |β(τ) ∈ Γ(S, p)} и Φ: Γ̂(S, p) → Γ̂(S, p)—
отображение, задаваемое следующим образом:

Φ γ̂(y) = k31(y) γ̂(y), γ̂(y) ∈ Γ̂(S, p).
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Лемма 3.2. Пусть p ∈ (1, 2], n ≥ 1, S ⊆ Rn, mesnS > 0 — произ-
вольное множество, удовлетворяющее условию (N), и функция k31(y)
удовлетворяет (3.1)–(3.4). Тогда Φ 6= 0.

Доказательство. Так как S 6= ∅ и удовлетворяет условию (N), то
Γ(S, p) 6= ∅.

Пусть α(t) ∈ Γ(S, p), тогда в силу леммы 1.1 mesn supp α̂(y) > 0 и,
следовательно, ‖α̂(y)‖Lq(Rn) > 0.

В силу леммы 3.1

mesn supp [k31(y) α̂(y)] = mesn supp α̂(y) > 0,

поэтому ‖k31(y) α̂(y)‖Lq(Rn) > 0. Но тогда

‖Φ‖ >
‖k31(y) α̂(y)‖Lq(Rn)

‖α̂(y)‖Lq(Rn)
> 0,

откуда и следует утверждение леммы. 2

Выберем какое-либо число m31 ∈ (0, ‖Φ‖)) и обозначим

Γ31 = Γ31(S, p, k31(y),m31) = {µ(t) |µ(t) ∈ Γ(S, p), µ̂(y) = k31(y) λ̂(y),

λ(t) ∈ Γ(S, p), ‖µ̂(y)‖Lq(Rn) ≥ m31‖λ̂(y)‖Lq(Rn)} ⊆ Γ(S, p).

С геометрической точки зрения Γ31 — это множество, построенное
следующим образом.

Пусть q ∈ [2,+∞) и ρ > 0. Обозначим через:
1) Bq(ρ) = {λ(y) |λ(y) ∈ Lq(Rn), ‖λ(y)‖Lq(Rn) ≤ ρ} шар радиуса ρ > 0
в пространстве Lq(Rn);
2) Sq(ρ) = {λ(y) |λ(y) ∈ Lq(Rn), ‖λ(y)‖Lq(Rn) = ρ} сферу радиуса
ρ > 0 в пространстве Lq(Rn).

Отображение Φ1 : Lq(Rn) → Lq(Rn), задаваемое формулой

Φ1 λ(y) = k31(y) ξS(y)λ(y), λ(y) ∈ Lq(Rn),

переводит шар Bq(1) в некоторое множество Φ1Bq(1).
Если, например,

k31(y) ≥ a > 1, (3.5)

то Φ1Bq(1) содержит внутри себя шар Bq(a) радиуса a. Но усло-
вие (3.5) не всегда выполняется. Например, если n = 1, 0 ∈ S и

∫

S

1
|y|p dy = +∞,
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то для выполнения (3.3) необходимо, чтобы

lim
y→0

k31(y) = 0. (3.6)

Следующий пример 3.3 показывает, что если n = 1, p ∈ (1, 2],
0 ∈ S и выполнено (3.6), то ноль может принадлежать замыканию
множества Φ1

{
Sq(1) ∩ Γ̂(S, p)

}
.

Пример 3.3. Пусть p ∈ (1, 2], n = 1, k31(y) =
y2

1 + y2
, Sm =

=
[

1
2m+1 , 1

2m

]
, α̂m(y) = [2m(2m + 1)]1/qξS(y), m = 1, 2 . . . ,

1
p

+
1
q

= 1

и S =
n⋃

m=1

Sm.

Тогда при m = 1, 2 . . . :

‖α̂m(y)‖Lq(R1) = 1 и lim
m→+∞

‖k31(y) α̂m(y)‖Lq(R1) = 0.

Проверим это. Имеем

‖α̂m(y)‖Lq(R1) =





1/2m∫

1/(2m+1)

2m(2m + 1)dy





1/q

= 1,

‖k31(y) α̂m(y)‖Lq(R1) = [2m(2m + 1)]1/q





1/2m∫

1/(2m+1)

∣∣∣∣
y2

1 + y2

∣∣∣∣
q

dy





1/q

<

<

(
1

2m

)2

→ 0

при m → +∞.

В силу определения числа m31, по крайней мере, часть множества
Φ{Sq(1) ∩ Γ̂(S, p)} будет располагаться вне открытого шара

◦
Bq (m31)

радиуса m31. Таким образом, Γ̂31 = {µ̂(y) |µ(t) ∈ Γ31} — это множе-
ство лучей, проходящих через часть образа сферы

(
Φ{Sq(1) ∩ Γ̂(S, p)}

)
\ ◦

Bq (m31).
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Теорема 3.1. Пусть n ≥ 1, p ∈ (1, 2], S ⊆ Rn, mesnS > 0 —
произвольное множество, удовлетворяющее условию (N), функция
k31(y) удовлетворяет условиям (3.1)–(3.4), m31 ∈ (0, ‖Φ‖) и Γ31 =
= Γ31(S, p, k31(y),m31). Тогда для любой функции µ(t) ∈ Γ31 выпол-
няется неравенство (0.1):

∥∥∥∥∥∥

∫

Et

µ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C31 ‖µ(τ)‖Lp(Rn),

где константа C31 > 0 не зависит от µ(t) ∈ Γ31.

Доказательство. Пусть λ(t) ∈ Γ(S, p), ‖λ̂(y)‖Lq(Rn) 6= 0. Обозна-
чим µ(t) = {k31(y) λ̂(y)}̃ (t). В силу (3.4) µ(t) ∈ Lp(Rn). Для каждого
t = (t1, t2, . . . , tn) имеем:

(−1)n(t)

∫

Et

µ(τ)dτ =
(

1
2π

)n ∫

Rn

{
n∏

m=1

eiymtm − 1
iym

}
µ̂(y)dy =

=
(

1
2π

)n ∫

Rn

{
n∏

m=1

eiymtm − 1
iym

}
k31(y) λ̂(y)dy, (3.7)

где n(t) — число отрицательных координат точки t и µ̂(y) = k31(y) λ̂(y).

Предложение 3.1.1. При сделанных выше предположениях спра-
ведлива оценка:

∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

{
n∏

m=1

1
ym

}
k31(y) λ̂(y)dy

∣∣∣∣∣∣
≤ C31 ‖µ̂(y)‖1/q

Lq(Rn) ‖λ̂(y)‖1/p
Lq(Rn),

где

C31 =





∫

Rn

[
n∏

m=1

1
|ym|p

]
ξS(y)k31(y)dy





1/p

, µ̂(y) = k31(y) λ̂(y).
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Доказательство предложения 3.1.1. Воспользуемся неравенством
Гельдера для трех показателей [19, с. 232]:

∫

D

|a(y) b(y) c(y)| dy ≤ ‖a(y)‖Lu(D) ‖b(y)‖Lv(D) ‖c(y)‖Lw(D),

где D измеримо и
1
u

+
1
v

+
1
w

= 1, u, v, w > 0. Обозначим:

a(y) =

{
n∏

m=1

1
|ym|

}
ξS(y)k1/p

31 (y), u = p,

b(y) = |k31(y) λ̂(y)|1/q, v = q2,

c(y) = |λ̂(y)|1/p, w = pq.

Так как supp λ̂(y) ⊆ S, то

{
n∏

m=1

1
ym

}
k31(y) λ̂(y) =

{
n∏

m=1

1
ym

}
×

×ξS(y)k31(y) λ̂(y) и, на основании неравенства Гельдера для трех по-
казателей, получаем:

∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

{
n∏

m=1

1
ym

}
k31(y) λ̂(y)dy

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
∫

Rn

{[
n∏

m=1

1
|ym|

]
ξS(y) k

1/p
31 (y)

}
·
{∣∣∣k31(y) λ̂(y)

∣∣∣
1/q

}
×

×
{∣∣∣λ̂(y)

∣∣∣
1/p

}
dy ≤





∫

Rn

[
n∏

m=1

1
|ym|p

]
ξS(y) k31(y)dy





1/p

×

×




∫

Rn

∣∣∣k31(y) λ̂(y)
∣∣∣
q

dy





1/q2

·




∫

Rn

∣∣∣λ̂(y)
∣∣∣
q

dy





1/pq

=

=

∥∥∥∥∥

[
n∏

m=1

1
ym

]
ξS(y) k31(y)

∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

· ‖µ̂(y)‖1/q
Lq(Rn) ‖λ̂(y)‖1/p

Lq(Rn).
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Предложение 3.1.1 доказано. 2

Следовательно, из (3.7) получаем:
∣∣∣∣∣∣

∫

Et

µ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
≤

(
1
2π

)n
∥∥∥∥∥

[
n∏

m=1

2
ym

]
ξS(y) k31(y)

∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

×

×‖µ̂(y)‖Lq(Rn)

{
‖λ̂(y)‖Lq(Rn)

‖µ̂(y)‖Lq(Rn)

}1/p

≤

≤ C311 ·Hp · ‖µ(τ)‖Lp(Rn)

{
‖λ̂(y)‖Lq(Rn)

‖µ̂(y)‖Lq(Rn)

}1/p

, (3.8)

где C311 =
(

1
π

)n
∥∥∥∥∥

[
n∏

m=1

1
ym

]
ξS(y) k31(y)

∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

и Hp — константа

из неравенства Хаусдорфа – Юнга. Так как m31 ∈ (0, ‖Φ‖), то для лю-
бой функции µ(t) ∈ Γ31, не являющейся равной нулю при п. в. t ∈ Rn,

из определения Γ31 следует, что µ̂(y) = k31(y) λ̂(y),

‖µ̂(y)‖Lq(Rn) =
∥∥∥k31(y) λ̂(y)

∥∥∥
Lq(Rn)

≥ m31

∥∥∥λ̂(y)
∥∥∥

Lq(Rn)
.

Следовательно, из (3.8) получаем, что для любой функции µ(t) ∈ Γ31:
∣∣∣∣∣∣

∫

Et

µ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
≤ C311 ·Hp · 1

m
1/p
31

‖µ(τ)‖Lp(Rn),

откуда
∥∥∥∥∥∥

∫

Et

µ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

≤ C31 ‖µ(τ)‖Lp(Rn), µ(τ) ∈ Γ31,

где C31 =
Hp

m
1/p
31

C311. 2

Замечание 3.1. Если
{

n∏
m=1

1
ym

}
ξS(y) ∈ Lp(Rn),
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то, полагая в условии теоремы 3.1 k31(y) ≡ 1, получаем, как след-
ствие, утверждения теорем 2.1 и 2.3 о существовании констант, для
которых выполняется неравенство (0.1), при этом, согласно примеру
3.1, Γ31 = Γ(S, p).

Замечание 3.2. Как видно из доказательства теоремы 3.1, если
γ̂(y) = k31(y) λ̂(y) и ‖γ̂(y)‖Lq(Rn) > m31

∥∥∥λ̂(y)
∥∥∥

Lq(Rn)
, то неравенство

в (0.1) — строгое.

Теорема 3.2. Пусть p ∈ (1, 2], n ≥ 1, S ⊆ Rn, mesnS > 0 —
произвольное множество, удовлетворяющее условию (N), функция
k31(y) такова, что выполняются (3.1)–(3.4); m31 ∈ (0, ‖Φ‖) и Γ31 =
= Γ31(S, p, k31(y),m31). Тогда:
1) если λ(t) ∈ Γ(S, p), µ(t) = {k31(y) λ̂(y)}̃ (t) и

‖µ̂(y)‖Lq(Rn) > m31 ‖λ̂(y)‖Lq(Rn),
1
p

+
1
q

= 1, (3.9)

то существует ε = ε(λ) > 0 такое, что для любой функции ξ(t) ∈
∈ Γ(S, p), ‖ξ(t)‖Lp(Rn) < ε выполняются условия:

µ(τ) + η(τ) ∈ Γ31, (3.10)

где η(τ) = {k31(y) ξ̂(y)}̃ (τ), и справедливо неравенство:
∥∥∥∥∥∥

∫

Et

[µ(τ) + η(τ)]dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(Rn)

< C31‖µ(τ) + η(τ)‖Lp(Rn), (3.11)

где C31 > 0 — константа из теоремы 3.1;

2) S =
⋃

α(τ)∈Γ31

supp α̂(y).

Доказательство. 1) Пусть выполнены условия теоремы 3.2, λ(t) ∈
∈ Γ(S, p) удовлетворяет (3.9) и

0 < ε <
1

Hp

(
‖µ̂(y)‖Lq(Rn) −m31‖λ̂(y)‖Lq(Rn)

) /
(‖k31(y)‖L∞(Rn)+m31).

(3.12)



Об одном обобщении неравенства Бора 55

Выберем произвольное ξ(t) ∈ Γ(S, p) такое, что ‖ξ(t)‖Lp(Rn) < ε.

Тогда ‖ξ̂(y)‖Lq(Rn) < εHp,

m31

∥∥∥λ̂(y) + ξ̂(y)
∥∥∥

Lq(Rn)
≤ m31

∥∥∥λ̂(y)
∥∥∥

Lq(Rn)
+ ε m31Hp (3.13)

и, если η(τ) = {k31(y) ξ̂(y)}̃ (τ), то η̂(y) = k31(y) ξ̂(y),

‖µ̂(y) + η̂(y)‖Lq(Rn) ≥ ‖µ̂(y)‖Lq(Rn) − ‖η̂(y)‖Lq(Rn) >

> ‖µ̂(y)‖Lq(Rn) − ‖k31(y)‖L∞(Rn) · ε ·Hp. (3.14)

Следовательно, в силу (3.12), (3,13) и (3.14)

‖µ̂(y) + η̂(y)‖Lq(Rn) −m31‖λ̂(y) + ξ̂(y)‖Lq(Rn) >

> ‖µ̂(y)‖Lq(Rn) −m31‖λ̂(y)‖Lq(Rn) − εHp

(‖k31(y)‖L∞(Rn) + m31

)
> 0,

откуда в силу определения Γ31 следует (3.10). Неравенство (3.11) сле-
дует из (3.10) и замечания 3.2.

2) Пусть вопреки утверждению теоремы существует точка y0 ∈ S
такая, что

y0 6∈
⋃

α(τ)∈Γ31

supp α̂(y). (3.15)

Выберем произвольную функцию λ(t)∈Γ(S, p), для которой µ(t) =
=

{
k31(y) λ̂(y)

}
(̃t) ∈ Γ31. В силу (3.15) y0 6∈ supp µ̂(y). Согласно

условию (N), существует функция ξ0(t) ∈ Γ(S, p), для которой y0 ∈
∈ supp ξ̂0(y). Выберем столь малые a1, a2 > 0, a1 6= a2, что µ(t)+
+a1η0(t), µ(t) + a2η0(t) ∈ Γ31.

Обозначим η0(t) =
{

k31(y) ξ̂0(y)
}

(̃t). Из леммы 1.1 следует, что
y0 ∈ supp η̂0(y).

Тогда, согласно (3.15),

y0 6∈ supp {µ̂(y) + a1η̂0(y)}, y0 6∈ supp {µ̂(y) + a2η̂0(y)},

т. е. функции µ̂(y) + a1η̂0(y) и µ̂(y) + a2η̂0(y) тождественно равны ну-
лю в некоторой малой окрестности точки y0. Но тогда их разность,
т. е. функция (a1 − a2)η̂0(y) тождественно равна нулю в этой окрест-
ности точки y0 и, следовательно, y0 6∈ supp η̂0(y).
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Полученное противоречие доказывает второе утверждение теоре-
мы. 2
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