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The relative Renyi dimensions

Recently, many authors are discussing the use of methods of fractal
geometry [5] to compare the distributions of the various measures. How-
ever, in practical applications, comparison of distributions by comparing
the calculated multifractal spectra can be difficult. It often happens that
a completely different distributions of measures can give very impercepti-
ble differences in the spectra. To solve this problem, some authors [4,10]
propose to use different methods of direct comparison of distributions.
These methods are generalizations of the classical multifractal analysis
developed in the works L. Olsen [9], K.-S. Lo and S.-M. Ngai [8] and
others.

Based on the idea of multifractal analysis [9] and the mutual multifrac-
tal analysis [1,2] we propose to introduce new concepts of relative Renyi
dimensions for coverings, packings and partitions, as well as we establish
some connection between them. It should be noted that these dimension
proved mathematically rigorous new analogues “new relative multifrac-
tal spectrum of dimensions” proposed for purely practical purposes, R.
Dansereau and W. Kinser [6].
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В последнее время активно обсуждается вопрос использования ме-
тодов фрактальной геометрии [5] для сравнения распределений раз-
личных мер. Однако в практических приложениях сравнение рас-
пределений путем сравнения вычисленных мультифрактальных спек-
тров может вызывать затруднения. Часто случается, что совершенно
различные распределения мер могут дать слабоуловимые или совсем
неуловимые различия в спектрах. Для разрешения этой проблемы ря-
дом авторов [4, 10] предлагаются различные методы прямого сравне-
ния распределений. Эти методы являются обобщениями классическо-
го мультифрактального анализа, развитого в работах Л. Олсеном [9],
К.-С. Ло, С.-М. Нгаи [8] и другими.

На основе идеи взаимного мультифрактального анализа [1, 2] мы
предлагаем рассмотреть относительные размерности Реньи для по-
крытий, упаковок и разбиений. Стоит отметить, что эти размерности
оказались математически строгими аналогами «нового относительно-
го мультифрактального спектра размерностей», предложенного для
сугубо практических целей Р. Дансеро и В. Кинсером [6].

Проводя параллель с концепцией вероятностной модели сравне-
ния A. Д. Лантермана и др. [7], Р. Дансеро и В. Кинсер предложили
использовать в практических приложениях новый мультифракталь-
ный спектр, служащий, по их мнению, мерой различия между двумя
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геометрическими объектами. Основная идея модели сравнения бази-
руется на том, что распределение вероятностей ptrue всех случайных
событий, описывающих некоторое оригинальное явление, и распреде-
ление pmod случайных событий, описывающих модель этого явления,
могут быть сравнимы с помощью расстояния Кульбака-Лейблера

D(ptrue||pmod) ≥ D(ptrue||ptrue) = 0,

где расстояние Кульбака-Лейблера D(u||v) для распределений веро-
ятностей u(x) и v(x) определяется с помощью формулы

D(u||v) =
∑
x∈χ

u(x) log2

u(x)
v(x)

.

В работе [6] высказано предположение о том, что форма относительно-
го сравнения распределений может быть расширена и до обобщенной
энтропии Реньи, и введено понятие «относительной» энтропии Реньи

RHq(u||v) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
q − 1

log2

∑
x∈χ

v(x)
(

u(x)
v(x)

)q

∑
x∈χ

u(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

и «нового относительного» мультифрактального спектра размерно-
стей Реньи

RDq(u||v) = lim
r→0

∣∣∣∣∣
1

q − 1
log2

∑
x∈χ

v(x)
(

u(x)
v(x)

)q
∣∣∣∣∣

log2 r
.

Дадим определения наших относительных размерностей Реньи.
Пусть в пространстве X ⊂ Rd заданы две вероятностные борелев-

ские меры µ и ν с общим носителем E ⊂ X. Замкнутый шар радиуса
r с центром в точке x ∈ E обозначим Br(x).

Для любого r > 0 под центрированным покрытием множества E
здесь будем понимать такое счетное или конечное семейство {Br(xi)}i

шаров фиксированного радиуса r, что E ⊆ ∪Br(xi) и xi ∈ E. Конеч-
ное или счетное семейство {Br(xi)}i дизъюнктных шаров с центрами
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из множества E и с фиксированным радиусом r будем называть цен-
трированной упаковкой множества E.

Пусть {Br(xi)}i – центрированная упаковка E шарами одинаково-
го фиксированного радиуса r. Для q ∈ R \ {1} определим

Lq
µ,ν,r(E) = sup

{∑

i∈I

(µBr(xi))q(νBr(xi))1−q

}
,

где точная верхняя грань берется по всем возможным центрирован-
ным упаковкам {Br(xi)}i множества E.

Относительные размерности Реньи Pµ,ν(q), Pµ,ν(q) для упаковок
определим следующим образом

Pµ,ν(q) =
1

q − 1
lim

r→0+
inf

ln Lq
µ,ν,r(E)
− ln r

, q 6= 1;

Pµ,ν(q) =
1

q − 1
lim

r→0+
sup

ln Lq
µ,ν,r(E)
− ln r

, q 6= 1.

Для вещественного числа q 6= 1 определим

Nq
µ,ν,r(E) = inf

{∑

i∈I

(µBr(xi))q(νBr(xi))1−q

}
,

где точная верхняя грань берется по всем возможным центрирован-
ным покрытиям {Br(xi)}i множества E шарами одинакового фикси-
рованного радиуса r.

Относительные размерности Реньи Cq
µ,ν(E), C

q

µ,ν(E) для покры-
тий определим следующим образом

Cµ,ν(q) =
1

q − 1
lim

r→0+
inf

ln Nq
µ,ν,r(E)
− ln r

, q 6= 1;

Cµ,ν(q) =
1

q − 1
lim

r→0+
sup

ln Nq
µ,ν,r(E)
− ln r

, q 6= 1.

Для любого натурального числа n рассмотрим разбиение Pn про-
странства X уровня n. Под элементами разбиения будем понимать
ячейки вида

C =
d∏

k=1

[
lk
2n

;
lk + 1

2n

)
, где l1, . . . , ld ∈ Z.
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Для множества E, вероятностных борелевских мер µ, ν и веще-
ственного q 6= 1 положим

Mq
µ,ν,n(E) = inf





∑

i∈I: Ci∩E 6=∅
(µCi)q(νCi)1−q, E ⊆

⋃

i∈I

Ci



 ,

где точная нижняя грань берется по всем возможным разбиениям Pn

метрического пространства X.

Dµ,ν(q) =
1

q − 1
lim

r→0+
inf

ln Mq,t,
µ,ν,r(E)
− ln r

, q 6= 1;

Dµ,ν(q) =
1

q − 1
lim

r→0+
sup

ln Mq,
µ,ν,r(E)
− ln r

, q 6= 1.

Теорема 1. Для относительных размерностей Реньи имеют место
следующие утверждения.
1. Если q > 1, то

Cµ,ν(q) ≤ Pµ,ν(q), Cµ,ν(q) ≤ Pµ,ν(q).

2. Если q < 1, то

Cµ,ν(q) ≥ Pµ,ν(q), Cµ,ν(q) ≥ Pµ,ν(q).

3. Если q > 1, то

Dµ,ν(q) ≤ Pµ,ν(q), Dµ,ν(q) ≤ Pµ,ν(q).

4. Если q ∈ (0, 1), то

Pµ,ν(q) = Dµ,ν(q), Pµ,ν(q) = Dµ,ν(q).

Доказательство. Доказательство пунктов 1 и 2 сводится к проверке
неравенства Nq

µ,ν,r(E) ≤ Lq
µ,ν,r(E).

Пусть {Br(xi)}i∈I — центрированное покрытие множества E замк-
нутыми шарами фиксированного радиуса r. Из теоремы Безикови-
ча о покрытии [3] следует, что обязательно найдется ξ подсемейств
A1, . . . ,Aξ покрытия {Br(xi)}i∈I , для которых выполнены условия:

• множество E является подмножеством
ξ⋃

j=1

⋃

B′r(xi)∈Aj

B′
r(xi);
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• для любого j = 1, . . . , ξ множество Aj состоит из попарно дизъ-
юнктных множеств.

Тогда

Nq
µ,ν,r(E) ≤

{∑

i

(µBr(xi))q(νBr(xi))1−q

}
≤

≤
ξ∑

j=1

∑

B∈Aj

(µB′
r(xi))

q (νB′
r(xi))

1−q ≤
ξ∑

j=1

Lq
µ,ν,r(E) = ξ · Lq

µ,ν,r(E).

3. Пусть параметр q > 1. Выберем разбиение Pn пространства X
уровня n на ячейки Cj , j ∈ J . Зададим центрированную упаковку

{Br(xi)}i∈I множества E шарами с таким радиусом r, чтобы
√

d

2n
<

r <

√
d

2n−1
. Для каждого центра xi, i ∈ I, шара упаковки рассмотрим

семейство ячеек

Ai = {Cik
∈ Pn : Cik

∩Br(xi) 6= ∅},
покрывающих шар Br(xi). Очевидно, что любой шар упаковки мож-
но покрыть конечным набором ячеек, поэтому cardAi < N для лю-
бого i ∈ I. Поскольку радиус элементов упаковки превосходит

√
d

2n , то
найдется такая ячейка C∗i , которая целиком будем располагаться в
заданном шаре, т. е. C∗i ⊂ Br(xi) ⊂ Ai.

Напомним хорошо известное неравенство. Пусть 0 ≤ ai ≤ 1. Тогда
для любого q > 0 найдется такая константа K, зависящая от q и
количества слагаемых N , что верно

(
N∑

i=1

ai

)q

≤ K(q, N)
N∑

i=1

aq
i . (1)

Если q ∈ (0; 1), то K(q, N) ≡ 1. Тогда

∑

i

(µBr(xi))q(νBr(xi))1−q ≤
∑

i


µ


 ⋃

Cik
∈Ai

Cik







q

(νBr(xi))1−q ≤

≤
∑

i

(∑

k

µCik

)q

(νBr(xi))1−q ≤
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≤
∑

i

K(q, cardAi)

(∑

k

(µCik
)q

)
(νC∗i )1−q≤

≤ K ′(q)
∑

i

(∑

k

(µCik
)q

)
(νC∗i )1−q≤ K ′(q)

∑

i

∑

k

(µCik
)q(νCik

)1−q,

где K ′(q) = max
i
{K(q, cardAi)}.

Выберем теперь произвольную ячейку Cj разбиения Pn и рассмот-
рим множество Dj пересекающих ее всевозможных шаров упаковки,
т. е.

Dj = {Br(xs) : Br(xs) ∩ Cj 6= ∅}.
Очевидно, существует конечное число M такое, что cardDj < M для
любого j. Поэтому, продолжая цепочку неравенств, получим

K(q, N)
∑

i

∑

k

(µCik
)q(νCik

)1−q ≤ K(q, N)M
∑

j:E∩Cj 6=∅
(µCj)q(νCj)1−q.

Отсюда следует, что

Lq
µ,ν,r(E) ≤ Mq

µ,ν,n(E).

Переходя к соответствующим переделам и деля обе части на q − 1,
получим

Dµ,ν(q) ≤ Pµ,ν(q), Dµ,ν(q) ≤ Pµ,ν(q).

4. Пусть q ∈ (0, 1), задано {Br(xi)}i∈I – центрированная упаков-

ка множества E шарами радиуса r. Подберем n таким, чтобы
1

2n+1
<

< r ≤ 1
2n

. Для любого элемента упаковки Br(xi) можно выбрать ячей-
ки Ci разбиения Pn пространства X, пересекающие выбранный шар.
Рассмотрим семейство Ci таких ячеек для каждого Br(xi)

Ci = {Cik
∈ Pn : Cik

∩Br(xi) 6= ∅}.
Очевидно, что элементов семейства Ci не более 3d. Тогда, используя
неравенство (1), будем иметь

∑

i∈I

(µBr(xi))q(νBr(xi))1−q ≤
∑

i∈I


 ∑

Cik
⊂Ci

µCik




q

·

 ∑

Cik
⊂Ci

νCik




1−q

≤
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≤
∑

i∈I


 ∑

Cik
⊂Ci

(µCik
)q


 ·


 ∑

Cik
⊂Ci

(νCik
)1−q


 =

=
∑

i∈I

∑

Cik
⊂Ci

∑

Cil
⊂Ci

(µCik
)q(νCil

)1−q ≤ A ·
∑

i∈I

∑

Cik
⊂Ci

(µCik
)q(νCik

)1−q,

где A – константа, удовлетворяющая условию
∑

Cik
⊂Ci

∑

Cil
⊂Ci

(µCik
)q(νCil

)1−q ≤ A ·
∑

Cik
⊂Ci

(µCik
)q(νCik

)1−q.

Для каждой ячейки Cj разбиения Pn, имеющей непустое пересечение
с множеством E, можно выбрать множество замкнутых шаров B′

r(xi),
пересекающихся с ячейкой Cj . Пусть максимальное число таких ша-
ров равно D, тогда

A ·
∑

i∈I

∑

Cik
⊂Ci

(µCik
)q(νCik

)1−q ≤ A ·D ·
∑

j:Cj∩E 6=∅
(µCj)q(νCj)1−q.

Отсюда следует, что для q ∈ (0, 1) выполнены неравенства

Pµ,ν(q) ≥ Dµ,ν(q), Pµ,ν(q) ≥ Dµ,ν(q).

Докажем неравенства в обратную сторону. Допустим, что дано
произвольное разбиение Pn пространства X на ячейки с длиной сто-
роны 1

2n . Для каждой ячейки Ci этого разбиения, пересекающейся с
множеством E, можно выбрать точку xi ∈ Ci∩E и построить замкну-
тый шар с центром в точке xi радиуса r =

√
d/2n−1. Все построенные

таким образом шары объединим в одно семейство

A0 =
{

B √
d

2n−1
(xi)

}

i∈I

.

Оно, очевидно, является покрытием множества E.
Из всех элементов семействаA0 выберем шар B √

d

2n−1
(xi1), для кото-

рого произведение µB √
d

2n−1
(xi1) · νB √

d

2n−1
(xi1) является максимальным.

Положим
A1 = A0 \B √

d

2n−1
(xi1).
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Из A1 выберем второй шар B √
d

2n−1
(xi2), не пересекающийся с первым,

для которого верно

µB √
d

2n−1
(xi2) · νB √

d

2n−1
(xi2) = max{µB √

d

2n−1
(xi) · νB √

d

2n−1
(xi)}.

Далее, действуя по описанному алгоритму, построим семейство

B =
{

B √
d

2n−1
(xik

)
}

дизъюнктных шаров. Заметим, что для зафиксированного шара
B √

d

2n−1
(x∗ik

) семейства B количество элементов семейства A0, пересе-
кающих этот шар, будет не превосходить некоторой константы C, за-
висящей от размерности d пространства X.

Для любой упаковки {Br(xj)}j∈J множества E шарами радиуса

r =

√
d

2n−1
получим

Mq
µ,ν,r(E) ≥

∑

j∈J

(µBr(xj))q(νBr(xj))1−q ≥

≥
∑

Br(xik
)∈B
(µBr(xik

))q(νBr(xik
))1−q ≥

≥ 1
C

∑

Br(xi)∈A0

(µBr(xi))
q (νBr(xi))

1−q ≥ 1
C

∑

i∈I

(µCi)q(νCi)1−q ≥

≥ 1
C

inf
Pn

∑

i∈I

(µCi)q(νCi)1−q.

Следовательно,
Lq

µ,ν,n(E) ≥ Mq
µ,ν,n(E),

что в свою очередь для q ∈ (0, 1) влечет

Pµ,ν(q) ≤ Dµ,ν(q), Pµ,ν(q) ≤ Dµ,ν(q).2
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