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Î ÐÀÄÈÓÑÅ ÇÂÅÇÄÎÎÁÐÀÇÍÎÑÒÈ Â ÊËÀÑÑÀÕÊÎÍÔÎÐÌÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ , ÑÂßÇÀÍÍÛÕ ÑËÈÍÅÉÍÎ-ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÌÈ ÑÅÌÅÉÑÒÂÀÌÈ
Í. Ã. Ïàâëîâà

Ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ ðàäèóñà çâåçäîîáðàçíî-ñòè ñåìåéñòâà ôóíêöèé F (M)c , ââåäåííîãî Ã. Äèìêîâûì [1], âýòîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðàäèóñà çâåç-äîîáðàçíîñòè êëàññà ôóíêöèé F�(c), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äåòàëè-çàöèåé çàäà÷è èç [1].
Ïóñòü S � êëàññ ôóíêöèé f(z) = z+: : : ðåãóëÿðíûõ è îäíîëèñòíûõâ êðóãå � = fz : jzj < 1g. Îáîçíà÷èì S� = S�(0) êëàññ çâåçäîîáðàç-íûõ ôóíêöèé, ò.å. ôóíêöèé f(z) 2 S, îäíîëèñòíî îòîáðàæàþùèõ �íà îáëàñòè, çâåçäîîáðàçíûå îòíîñèòåëüíî 0. ×åðåç S�(�) îáîçíà÷èìïîäêëàññ êëàññà S� ôóíêöèé, çâåçäîîáðàçíûõ ïîðÿäêà �, òî åñòü

S�(�) = �f(z) 2 S� : Re�zf 0(z)f(z)
� > �; jzj < 1� ; � 2 [0; 1):

Îáîçíà÷èì K = K(0) êëàññ âûïóêëûõ â � ôóíêöèé, ò.å. ôóíêöèéf(z) 2 S, îòîáðàæàþùèõ � íà âûïóêëûå îáëàñòè.×åðåç K(�) îáîçíà-÷èì ôóíêöèè, âûïóêëûå ïîðÿäêà �, ò.å
K(�) = �f(z) 2 K : Re(1 + zf 00(z)f 0(z) ) > �; jzj < 1� ; � 2 [0; 1):

Â [1] ðàññìàòðèâàëñÿ êëàññ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå
F (z) = z nY

j=1

�fj(z)z
�aj ; fj(z) 2 S�(�j); (1)

c
 Í. Ã. Ïàâëîâà, 1996
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aj- êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå. Î÷åâèäíî,
g(z) = Z z

0

f(s)s ds 2 K(�)() f 2 S�(�)()
() h(z) = Z z

0
(g0(s)) 11�� 2 K () p(z) = zh0(z) 2 S�:

Òàêèì îáðàçîì, f(z) 2 S�(�) () 9p(z) 2 S� : f(z)
z = �

p(z)
z

�1�� :Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè âèäà (1) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå
F (z) = z nY

j=1

�fj(z)z
�aj = z nY

j=1

�pj(z)z
�aj(1��j) ; fj 2 S�(�j); pj 2 S�:

Ïóñòü À � íåêîòîðûé êëàññ ðåãóëÿðíûõ è ëîêàëüíî îäíîëèñòíûõâ � ôóíêöèé f(z) = z + : : :. Ðàäèóñîì çâåçäîîáðàçíîñòè R� êëàññà Àíàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ðàäèóñîâ êðóãîâ �r = fz : jzj < rg òàêèõ,÷òî f(�r) � çâåçäîîáðàçíàÿ îáëàñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(z) 2 A.Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî M > 0 â [1] áûë ââåäåí êëàññ F (M) ôóíêöèé Fóêàçàííîãî âûøå âèäà (1), äëÿ êîòîðûõ
nX

j=1
(1� �j)jaj j �M;

è ïîäêëàññ F (M)
c � F (M) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî

c 2 [�M;M ] : F (M)
c = fF (z) 2 F (M) : nX

j=1
(1� �j)Re aj = cg:

Â [1] äîêàçàíà
Òåîðåìà À. Ðàäèóñ çâåçäîîáðàçíîñòè êëàññà F (M)

c ðàâåí

r�c = 1M +pM2 � 2c+ 1;
Ðàäèóñ çâåçäîîáðàçíîñòè êëàññà F (M) ðàâåí

R� = 12M + 1 :
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Ïóñòü L � ìíîæåñòâî âñåõ äðîáíî-ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ �(z)êðóãà �. Êëàññ ôóíêöèé f(z) = z + : : : ðåãóëÿðíûõ è ëîêàëüíî îäíî-ëèñòíûõ â � íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî-èíâàðèàíòíûì ñåìåéñòâîì [2] åñëèäëÿ ëþáîé ôóíêöèè �(z) 2 L ôóíêöèÿ
��[f ](z) = f(�(z))� f(�(0))f 0(�(0))�0(0) = z + : : :

òàêæå ïðèíàäëåæèò ýòîìó êëàññó.Ïóñòü M � ëèíåéíî-èíâàðèàíòíîå ñåìåéñòâî; ïîðÿäêîì M íàçûâà-åòñÿ ÷èñëî ordM = sup
f2M

� jf 00(0)j2
� :

Óíèâåðñàëüíûì ëèíåéíî-èíâàðèàíòíûì ñåìåéñòâîì U�, 1 � � <1, â[2] íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå âñåõ ëèíåéíî-èíâàðèàíòíûõ ñåìåéñòâ M,ïîðÿäîê êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò �. Ìíîãèå èçâåñòíûå êëàññû ôóíê-öèé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-èíâàðèàíòíûìè ñåìåéñòâàìè. Hàïðèìåð, U1 =K;S � ëèíåéíî-èíâàðèàíòíîå ñåìåéñòâî ïîðÿäêà 2.Â [3] (ñì. òàêæå [4]) ââåäåíî ëèíåéíî-èíâàðèàíòíîå ñåìåéñòâî U 0�ïîðÿäêà � � 1. Ýòî ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå
f(z) = Z z

0
exp[�2Z 2�

0
log(1� se�it)d�(t)]ds;

ãäå �(t)- êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [0; 2�],óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
jZ 2�

0
d�(t)� 1j+ Z 2�

0
jd�(t)j � �:

Ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé �(t) îáîçíà÷èì I�. Êàê ïîêàçàíî â [3],
f 2 U 0� () f 0 = lim

n!1 f 0n;
ãäå

f 0n(z) = nY
j=1

(h0j)bj ; hj 2 K; j nX
j=1

bj � 1j+ nX
j=1

jbj j � �: (2)
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Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî c 2 C îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ic� = f� 2 I� : Z 2�

0
d�(t) = c = const:g;

×åðåç U 0�(c) îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé f(z) 2 U 0�, êîòîðûì â èõ èí-òåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèè �(t) 2 Ic�. ÏóñòüM = �� jc� 1j. Ðàññìîòðèì êëàññ ôóíêöèé
F�(c) = fF (z) = zf 0(z) : f 2 U 0�(c)g:Îáîçíà÷èì r�(�; c) ðàäèóñ çâåçäîîáðàçíîñòè êëàññà F�(c). Â ñëó÷àå,åñëè ôóíêöèè fn èìåþò âèä (2), F (z) = zf 0n(z) 2 F�(c) (ò.å.Pn

j=1 bj =c) è bj = aj(1 � �j); j = 1; : : : ; n, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðàäèóñà çâåçäî-îáðàçíîñòè ìíîæåñòâà òàêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ äåòàëèçàöèåé çàäà÷èÃ.Äèìêîâà èç òåîðåìû À ïðè M = �� jc� 1j.Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû À äëÿ ñåìåéñòâ F�(c):Òåîðåìà 1. Ðàäèóñ çâåçäîîáðàçíîñòè êëàññà F�(c) ðàâåí
r�(�; c) = 1M +pM2 � 2Re c+ 1 ;

ãäå M = �� jc� 1j.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè � = 1 êëàññ F1(c) � S�; ïîýòîìó r�(1; c) = 1è äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü � > 1. Ïóñòü F (z) = zf 0(z) 2 F�(c): Çâåçäîîá-ðàçíîñòü îáëàñòè F (�r) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ z 2 �r âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî
Re�zF 0(z)F (z)

� � 0() Re�1 + zf 00(z)f 0(z)
� � 0; f 2 U 0�(c):

Ïðè ôèêñèðîâàííîì z = rei� 2 � ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷óíàõîæäåíèÿ
min

f2U 0�(c)
Re�zf 00(z)f 0(z)

� = min
f2U 0�(c)

Re fz(logf 0(z))0g : (3)
Òàê êàê U 0�(c) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ âðàùåíèÿei�f(ze�i�); òî (3) ýêâèâàëåíòíà ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å

min
f2U 0�(c)

Re�rf 00(r)f 0(r)
� : (4)
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Äàëåå ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [3] ([4]). ÏóñòüG�� êëàññ ôóíêöèé
'(z) = Z 2�

0
g(z; t)d�(t); �(t) 2 I�;

g(z; t)�êàêàÿ-ëèáî ôóíêöèÿ, ðåãóëÿðíàÿ â � ïî z, 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî t; I�(n) � ïîäêëàññ I� êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ íå áîëåå n ðàçðûâîâ íà [0; 2�); ïóñòü
G�(n; �0) = �' 2 G� : '(z) = Z 2�

0
g(z; t)d�(t); �(t) 2 I�(n);Z 2�

0
d�(t) = Z 2�

0
d�0(t)� :

Ïóñòü F � äèôôåðåöèðóåìûé ïî Ôðåøå ôóíêöèîíàë, L' � åãî äèô-ôåðåíöèàë â òî÷êå ': Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî, åñëè
'n(z) = Z 2�

0
g(z; t)d�n(t)�

ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷åmin
'2G�(n;�0)

Re fF (')g ; � 2 [1;1); (5)
tj � òî÷êè ðàçðûâà �n è �j = argd�n(tj); j = 1; : : : ; k,òî tj è �j óäî-âëåòâîðÿþò ñèñòåìå� Re�ei�j (L'n [g(z; tm)]� L'n [g(z; tj)])	 = 0Re�ei�jL'n [g0t(z; tj)]	 = 0 (6)
äëÿ âñåõ j;m; åñëè äëÿ âñåõ j = 1; : : : ; k�j = � = const: Åñëè æåñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå 2 ðàçëè÷íûõ �j , òî âñå tj�j óäîâëåòâîðÿþòñèñòåìå� Im�(ei�j � ei�m)(L'n [g(z; tj)]� L'n [g(z; tm)])	 = 0Re�ei�jL'n [g0t(z; tj)]	 = 0 (7)
Ïðè÷åì, åñëè äëÿ íåñêîëüêèõ òî÷åê ðàçðûâà �n(t) argd�n(tj) â ýòèõòî÷êàõ ñîâïàäàþò, òî ñîâïàäàþò è çíà÷åíèÿ L'n [g(z; tj)] â ýòèõ òî÷êàõ.Â [3] òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî èç ñèñòåìû (7) ñëåäóåò� jL'n [g(z; tj)]� cnj2 = jL'n [g(z; tm)]� cnj2Re �jL'n [gt(z; t)]� cnj2�0t jt=tj= 0 (70)
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äëÿ íåêîòîðîãî êîìïëåêñíîãî cn:Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è (5) ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûìè ïðè ðàñ-ñìîòðåíèè ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷èmin
'2G�

RefF (')g; � 2 [1;1): (8)
Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñòðåìàëüíûõ â (5) ôóíêöèé 'n ìîæíî âû-áðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîìåðíî âíóòðè� ñõîäÿùóþñÿ ê ôóíê-öèè '0 2 G�, ýêñòðåìàëüíîé â (8). Ïóñòü F � äèôåðåíöèðóåìûé ïîÔðåøå ôóíêöèîíàë íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ðåãóëÿðíûõ â �ôóíêöèé, Lf � åãî äèôôåðåíöèàë â òî÷êå f ; ïóñòü f0(z) � ýêñòðåìàëü-íàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å

min
f2U 0�

RenF [(logf 0)(n)]o ; � 2 [1;1); n = 0; 1; 2; : : :
è ñóùåñòâóåò öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå k � 1 � n òàêîå, ÷òîL(logf 00)(n)(zk) 6= 0: Òîãäà, êàê ïîêàçàíî â [3], f0 = �: Çäåñü ïîä f �ñòåïåíüþ ôóíêöèè f 2 U 0� � ïîíèìàåòñÿ íàèìåíüøåå èç ÷èñåë ��,òàêèõ , ÷òî f 2 U 0�� . Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèìåíèì â íàøåì ñëó÷àå ïðèn = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè f0 â (4) f0 = �.Ñ ó÷åòîì èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ f 2 U 0�(c) çàäà÷à (4)ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå:

min
�2Ic�Re

�Z 2�

0

2reit � r d�(t)
� : (9)

Ïóñòü �0 � ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ f0(z) â åå èíòåãðàëüíîì ïðåä-ñòàâëåíèè. Z 2�

0
d�0(t) = c (10)

(9)� çàäà÷à òèïà (8) ñ g(z; t) = 2z
eit�z ; F ('(z)) = '(jzj): Ñëåäîâàòåëüíî,ïåðåõîäÿ ê ðàññìîòðåíèþ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (5) ñ ýòèìè g(z; t) èF , ò.å ê ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å

min �Re�Z 2�

0

2reit � r d�(t)
� : �(t) 2 I�(n); Z 2�

0
d�(t) = c� (11)

íàäî ó÷èòûâàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ (6); (7); (70)F = L'n äëÿ âñåõ n. Çàìå-òèì, ÷òî óñëîâèÿ (6); (7); (70) ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííûõ ôîð-ìóë â I� (ñì. [3],[4]), êîòîðûå îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è â Ic�: Òàêèìîáðàçîì, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (9) ìîæíî îñíîâûâàòüñÿ íà (6); (7); (70):
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Ïóñòü �n � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (11); �n = fn; fn 2 U 0�(c) èåé â èíòåãðàëüíîì ïðåäñòåâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ �n; Mn =�n � jc� 1j: ßñíî, ÷òîZ 2�

0
jd�n(t)j = �n � jc� 1j �!n!1 �� jc� 1j;

òàê êàê, åñëè äëÿ âñåõ n 2 N ñóùåñòâóåò " > 0 òàêîå, ÷òî �n < � � ",òî è 'n(z) = Z 2�

0

2zeit � z d�n(t) 2 G���; ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
'(0)(z) = Z 2�

0

2zeit � z d�(0)(t) , ýêñòðåìàëüíàÿ â çàäà÷å (9), '(0) 2 G��":Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî f0 = � äëÿ âñåõ ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèéâ (4).à) Ïóñòü ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé, ïðèâîäÿùèé ê ñèñòåìå (6). Òîãäà8<: Renei�0 � 2r
eitk�r � 2r

eitj�r�o = 0Imn ei(�0+tk)
(eitk�r)2o = 0 (�0 = argd�n(tj) 8j):

Óðàâíåíèå Imn ei(�0+t)
(eit�r)2o = 0 ïðèâîäèòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêîìóóðàâíåíèþ âòîðîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî eit: Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíê-öèÿ �n(t) èìååò íå áîëåå äâóõ òî÷åê ðàçðûâà. Ïðèìåíåíèå æå ïåðâîãîóñëîâèÿ ñèñòåìû (6) è òåîðåìû Ðîëëÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ�n(t) èìååò îäíó òî÷êó ðàçðûâà t1: Òîãäà

Re'n(z) = Re � 2rceit1 � r
� = min

t2[0;2�]Re
� 2rceit � r

� =
= 2rjcj min

t2[0;2�]Re
� ei�eit � r

� = rcos� � 11� r2 ;
çäåñü c = jcjei�: Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìèíèìóì â (11) ðàâåí

2r2jcj cos � � 2rjcj1� r2 :
á) Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñèñòåìû (70): Èç ïåðâîãî åå óñëîâèÿñëåäóåò, ÷òî L'n [g(z; tk)] = 2r

eitk�r ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíîñòè ñ öåí-òðîì cn, ïðè÷åì âòîðîå óñëîâèå ñèñòåìû (70) � óñëîâèå êàñàíèÿ êðè-âîé 2r
eit�r îêðóæíîñòè, íà êîòîðîé ëåæàò òî÷êè 2r

eitk�r ; k � 2. Ïîýòîìó
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îêðóæíîñòü, íà êîòîðîé ëåæàò òî÷êè 2r
eitk�r åñòü îêðóæíîñòü� 2reit � r ; t 2 [0; 2�)� (12)

Ýòà îêðóæíîñòü èìååò äëÿ âñåõ n öåíòð cn = 2r2
1�r2 è ðàäèóñ sn =

2r
1�r2 : Îáîçíà÷èì ak = jakjei�k = d�n(tk) äëÿ âñåõ òî÷åê ðàçðûâà tkôóíêöèè �n. Òîãäà èç ðàâåíñòâà

(L1 � cn)ei�1 = : : : = (Lk � cn)ei�k = �sn (13)
(ñì. [3], (2.14)), ãäå Lk = L'n [g(z; tk)]; ñëåäóåò äëÿ âñåõ ê�Lk � 2r21� r2

� ak = � 2r1� r2 jakj;
X
k
Lkak =  X

k
ak! 2r21� r2 � 2r1� r2 Xk jakj = c2r21� r2 � 2rMn1� r2 :

Òîãäà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äëÿ ýêñòðåìàëüíîé â çàäà÷å (11)ôóíêöèè �n(t)
Re�Z 2�

0

2reit � r d�n(t)
� = Re(X

k
Lkak) = 2Re cr2 � 2Mnr1� r2 :

Ïîýòîìó ÿñíî, ÷òî â ïîñëåäíåé ôîðìóëå, à çíà÷èò è â (13) ïåðåäsn = 2r
1�r2 íàäî âçÿòü çíàê �. Èç âòîðîãî óñëîâèÿ ñèñòåìû (7) ñëåäóåò

ei�k = �i jL0kjL0k ; L0k = L'n [g0t(z; tk)]: (14)
Âûáîð ïåðåä sn çíàêà � â (13) îçíà÷àåò âûáîð çíàêà + â (14), ò.å.

ei�k = � �eitk � r�2jeitk � rj2 eitk :
Ïðè ýòîì ìèíèìóì â (11) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áóäåò ðàâåí

2Re cr2 � 2Mnr1� r2 :
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È, ÿñíî, ÷òî Mn = M , ò.ê. â êà÷åñòâå �n(t) ìîæíî âçÿòü ëþáóþn�ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ ñ ðàçðûâàìè â òî÷êàõ t1; : : : ; tn; òàêóþ, ÷òîZ 2�

0
d�n(t) = c; Z 2�

0
jd�n(t)j = �� jc� 1j = M;

d�n(t) = � �eit � r�2jeit � rj2 eit jd�n(t)j:Î÷åâèäíî, âñå òàêèå ôóíêöèè áóäóò ýêñòðåìàëüíûìè â (11) â ðàññìàò-ðèâàåìîì ñëó÷àå.Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå á) â (11) äëÿ âñåõ n ìèíèìóì ðàâåí
2Re cr2�2Mr

1�r2 è äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèÿõ
'n(z) = Z 2�

0

�2z �eit � r�2jeit � r2j2 eit (eit � z)d�n(t);
ãäå �n(t) � ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ íåóáûâàþùàÿ íà [0; 2�] n�ñòóïåí÷à-òàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîëíîé âàðèàöèåé Ì, òàêàÿ, ÷òîZ 2�

0

� �eit � r�2jeit � r2j2 eit d�n(t) = c:
Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (6) íå ïðèâîäèò ê ýêñòðåìóìó â (11), ò.ê.

2r2Re c� 2Mr1� r2 � 2r2jcj cos � � 2rjcj1� r2
Ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè n ! 1 è ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà âû-áîðà Ý.Õåëëè è òåîðåìû Ý.Õåëëè î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â èíòåãðàëåÑòèëòüåñà ïîëó÷èì, ÷òî ìèíèìóì â çàäà÷àõ (9) è (4) òàêæå ðàâåí

2Re cr2 � 2Mr1� r2
è äîñòèãàåòñÿ â (4) íà ôóíêöèÿõ f0(z) 2 U 0�(c) òàêèõ, ÷òî

f 00(z) = exp"2Z 2�

0
log �1� ze�it� �eit � r�2jeit � rj2 eit d�(t)

# ; (15)
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ãäå �(t)� âåùåñòâåííàÿ, íåóáûâàþùàÿ íà [0; 2�] ôóíêöèÿ ñ ïîëíîéâàðèàöèåé Ì, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþZ 2�

0

� �eit � r�2jeit � r2j2 eit d�(t) = c:
Òîãäà ìèíèìóì â çàäà÷å (2) ðàâåí 1 + 2Re cr2�2Mr

1�r2 ; îí íåîòðèöàòåëåíïðè
r � r�(�; c) = M �pM2 � 2Re c+ 12Re c� 1 = 1M +pM2 � 2Re c+ 1Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 1. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ÿñíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿf0 òàêàÿ, êàê â (15), òî Ren1 + zf 000 (z)

f 00(z)

o > 0 â �r�(�;c); íî ïðè r >
r�(�; c) ñóùåñòâóåò z 2 �r : Ren1 + zf 000 (z)

f 00(z)

o < 0:Hàéäåì ðàäèóñ çâåçäîîáðàçíîñòè R�(�) êëàññà
F� = fF (z) : F (z) = zf 0(z); f 2 U 0�g :Òåîðåìà 2. Ðàäèóñ çâåçäîîáðàçíîñòè êëàññà F� ðàâåí

R�� = 1�+p�2 � 1 :
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàäèóñ çâåçäîîáðàçíîñòè R�(�) = minc r�(�; c):Êàê ïîêàçàíî â (5), äëÿ � > 1 è � 2 I� ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöè-îíàëà R 2�0 d�(t) = c � ýëëèïñ

E = (c 2 C : (Re c� 1
2 )2

�2
4

+ (Im c)2
�2�1
4

� 1) :
Ýòîò ýëëèïñ èìååò ôîêóñû â òî÷êàõ 0 è 1 è áîëüøóþ ïîëóîñü �

2 : ßñíî,÷òî ìû íàéäåì minc r�(�; c), åñëè íàéäåì
max
c2E h�� jc� 1j+p(�� jc� 1j)2 � 2Re c+ 1i : (16)

Ìû ïîëó÷èì â (16) ìàêñèìóì ïðè ìèíèìàëüíûõ jc� 1j è Re c: Çàôèê-ñèðóåì Re c, òîãäà jc � 1j áóäåò ìèíèìàëüíûì, åñëè ñ âåùåñòâåííî,
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ò.å. ìàêñèìóì â (16) äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü äëÿ âåùåñòâåííûõ ñ.Ïîýòîìó îí ðàâåí �+p�2 � 1, à
R�(�) = 1�+p�2 � 1 :Òåîðåìà äîêàçàíà.

2Çàìå÷àíèå 2. Èç äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 2 è 3 ÿñíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿf0(z) òàêàÿ, êàê â (15) ñ c = 1, òî Ren1 + zf 000 (z)
f 00(z)

o > 0 â �R�(�), íîïðè R > R�(�) ñóùåñòâóåò z 2 �R : Ren1 + zf 000 (z)
f 00(z)

o < 0: ÏîñêîëüêóU 0� � U� äëÿ âñåõ � � 1, òî åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ðàñøèðåíèå
F0
� = F (z) : F (z) = zf 0(z); f 2 U�

êëàññà F� è â ýòîì êëàññå òîæå íàéòè ðàäèóñ çâåçäîîáðàçíîñòè R�0(�):Î÷åâèäíî, ÷òî R�0(�) � R�(�):Òåîðåìà 3. Ðàäèóñ çâåçäîîáðàçíîñòè êëàññà F0
� ðàâåí

R�0(�) = 1�+p�2 � 1 :
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (z) = zf 0(z) 2 F0

�; f 2 U�: Ðàäèóñîì âû-ïóêëîñòè Rc êëàññà À ëîêàëüíî îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé f(z) = z + : : :íàçûâàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ðàäèóñîâ êðóãîâ �r òàêèõ, ÷òî f(�r)�âûïóêëàÿ îáëàñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f 2 A: Óñëîâèå çâåçäîîáðàçíî-ñòè îáëàñòè F (�r)
Re�zF 0(z)F (z)

� � 0() Re�1 + zf 00(z)f 0(z)
� � 0�

óñëîâèå âûïóêëîñòè f(�r). Ïîýòîìó ðàäèóñ çâåçäîîáðàçíîñòèêëàññà F0
� ðàâåí ðàäèóñó âûïóêëîñòè U�, ò.å. (ñì. [2]) ðàâåí

1
�+

p
�2�1 :Òåîðåìà äîêàçàíà. 2Çàìå÷àíèå 3. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî ðàäèóñ çâåçäîîáðàçíî-ñòè êëàññà F� ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñîì çâåçäîîáðàçíîñòè êëàññà F0

� :R�(�) = R�0(�):
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Hàéäåì ðàäèóñ âûïóêëîñòè ïîðÿäêà � 2 (0; 1) êëàññà U�.Ýòî �âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÷èñåë r 2 (0; 1), äëÿ êîòîðûõ
minjzj=rRe

�1 + zf 00(z)f 0(z)
� � �; 8f 2 U�:

Òåîðåìà 4. Ðàäèóñ âûïóêëîñòè ïîðÿäêà � êëàññà U� ðàâåí

Rc
�(�) = 1� ��+p�2 � (1� �)2 :

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(z) 2 U�. Òîãäà (ñì. [2])
sup
z2�

�����z + 1� jzj22 f 00(z)f 0(z)
���� � �:

Ñëåäîâàòåëüíî,
Re�1 + zf 00(z)f 0(z)

� � r2 � 2�r + 11� r2 � � ()
r � ��p�2 + �2 � 11 + � :

Håðàâåíñòâî òî÷íîå; ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ ôóíêöèè
R(z) = ��1 + z1� z

�� � 1� 12�:
Ñëåäîâàòåëüíî, Rc

�(�) = 1� ��+p�2 � (1� �2) :Òåîðåìà äîêàçàíà.
2
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