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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðîå åñòåñòâåííîå òîïîëî-ãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî F , ñîñòîÿùåå èç âñåõ öåëûõôóíêöèé f(z), z = x + iy, èìåþùèõ ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò ïîîñè x. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òîëþáîå çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â F , èíâàðèàíòíîå îòíîñè-òåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, ò.å. ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñîäåðæàùèõñÿâ íåì ôóíêöèé âèäà zkei�z. Ïîëó÷åíî òàêæå ïîëíîå îïèñàíèåñïåêòðîâ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.
Ïóñòü 
 � îáëàñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, F � íåêîòîðîå òî-ïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ãîëîìîðôíûõ â 
ôóíêöèé è èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ãîâîðÿò,÷òî çàìêíóòîå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëè-íåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H � F äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, åñëèîíî ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñîäåðæàùèõñÿ â íåìýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ

ei�z; zei�z; : : : zkei�z; : : : ;
ãäå i = p�1, k ïðîáåãàåò íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ èç ïðîìå-æóòêà 0 � k < r(�), r(�) 2 N [ f1g (N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ÷èñåë). Ïóñòü � = f� 2 C : ei�z 2 Hg, ïðè÷åì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-ñëåäîâàíèé, ïðîåêò 95�01�01391.c
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÷èñëî � âõîäèò â íàáîð � ñ êðàòíîñòüþ r(�) (âîçìîæíî, áåñêîíå÷-íîé). Íàáîð � íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ïðîñòðàíñòâà H. Â äàëüíåéøåìïîä ïîäïðîñòðàíñòâîì áóäåì ïîíèìàòü çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðî-ñòðàíñòâî, à ïðîèçâîëüíûå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå çàìêíóòûå, ëèíåéíûåïîäïðîñòðàíñòâà áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûìè ïîäìíîæåñòâàìè.Îïèñàíèþ ïîäïðîñòðàíñòâ, äîïóñêàþùèõ ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç, ïî-ñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò (ñì. îáçîð [1] è ðàáîòó [2]). Â áîëüøèíñòâå èç íèõâ êà÷åñòâå F áåðåòñÿ ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ â 
 ôóíêöèé ñòîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ. Â íàñòîÿùåé ðà-áîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà 
 = C, à ïðîñòðàíñòâî F ñîñòîèòèç âñåõ öåëûõ ôóíêöèé f(z) = f(x + iy), èìåþùèõ ïîëèíîìèàëüíûéðîñò ïî îñè x (òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâ è îïèñàíèå òîïîëîãèèâ F ñì. íèæå); äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîå èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâî â F äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûéñèíòåç, è äàåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå âîçìîæíûõ ñïåêòðîâ òàêèõ ïîäïðî-ñòðàíñòâ. Ìåòîäû ðàáîòû áëèçêè ê ìåòîäàì ðàáîòû [3], ãäå ðàññìàò-ðèâàëîñü ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ïîîñè x.Îòìåòèì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïîìèìî ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷å-íèé C, R, Z è N ïóñòü Z+ � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë,�N[ f1g. Ñèìâîëàìè / è . áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëî èêîíåö äîêàçàòåëüñòâà.Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìíîæåñòâî öåëûõ ôóíêöèé f(z), z = x+ iy, êî-òîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ñóùåñòâóåò k > 0 òàêîå,÷òî äëÿ âñÿêîãî l > 0 ôóíêöèÿ f(z) (1 + x2)�k îãðàíè÷åíà â ïîëîñåjyj � l. Ïîëîæèì

Nk;l(f) = supjyj�l jf(x+ iy)j(1 + x2)�k:
×åðåç Fk îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî â F , ñîñòîÿùåå èç ôóíê-öèé f , äëÿ êîòîðûõ Nk;l(f) <1 ïðè ôèêñèðîâàííîì k è ëþáîì l > 0.Îíî ñíàáæàåòñÿ òîïîëîãèåé, ïîðîæäåííîé ñåìåéñòâîì ïîëóíîðì (äà-æå íîðì) Nk;l ïðè âñåâîçìîæíûõ l > 0, è ñòàíîâèòñÿ ëîêàëüíî âûïóê-ëûì ïðîñòðàíñòâîì ( ËÂÏ ). Ïðîñòðàíñòâî

F = [
k>0Fk

ñíàáæàåòñÿ òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ËÂÏ Fk.
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Ââåäåì åùå ïðîñòðàíñòâî Fk;l, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f(z), ãîëî-ìîðôíûõ â ïîëîñå jyj < l, íåïðåðûâíûõ â ïîëîñå jyj � l è òàêèõ,÷òî Nk;l(f) < 1. Ïðîñòðàíñòâî Fk;l ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàí-ñòâîì (ÁÏ) îòíîñèòåëüíî íîðìû Nk;l. Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà H � Fkîáîçíà÷èì ÷åðåç Hk ëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî H \ Fk, à ÷åðåç Hk;l �çàìûêàíèå Hk â Fk;l. ßñíî, ÷òî Hk � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî âFk.

Ëåììà 1. Hk = \
l>0Hk;l:

/ Ïóñòü f 2 \l>0Hk;l;
òîãäà f 2 Fk è íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn 2 Hk, äëÿêîòîðûõ Nk;n(f � fn) < 1n . Ïðè ôèêñèðîâàííîì l > 0 è n � l

Nk;l(f � fn) � Nk;n(f � fn) < 1=n:
Ñëåäîâàòåëüíî, Nk;l(f � fn) ! 0 è fn ! f â ÁÏ Fk. Èç çàìêíóòîñòèHk ñëåäóåò, ÷òî f 2 Hk. .Îòìåòèì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

1 + (t+ s)2 < 2(1 + t2)(1 + s2) 8t; s 2 R: (1)
Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî

(1 + t2)�k < 2k�1 + s2�k�1 + (t+ s)2��k 8k > 0: (2)
Ïðîâåðèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî F èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåí-öèðîâàíèÿ. Ïóñòü f 2 Fk. Ïî òåîðåìå Êîøè f(z) ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå

f(z) = 12�i
Z
C

f(w)w � z dw;
ãäå â êà÷åñòâå êîíòóðà C áåðåòñÿ îêðóæíîñòü ðàäèóñîì 1 ñ öåíòðîìâ òî÷êå z. Òîãäà

jf 0(z)j � 12�
Z
C

jf(w)jjw � zj2 djwj � supjz�wj=1 jf(w)j:



Î ñïåêòðàëüíîì ñèíòåçå 135
Ïðîâåðèì, ÷òî f 0(z) 2 Fk:

Nk;l (f 0(z)) = supjyj�l jf 0(x+ iy)j (1 + x2)�k �
� supjyj�l supjw�zj=1 jf(w)j(1 + x2)�k �

� supjvj�l+1 jf(u+ iv)j �1 + (u� 1)2��k �
� supjvj�l+1 jf(u+ iv)j 4k(1 + u2)�k = 4kNk;l+1(f) <1; (3)

ãäå w = u + iv. Ïðè îöåíêå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî jvj � l + 1,x � u � 1 è íåðàâåíñòâîì (2). Èç (3) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî îïåðàòîðäèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåïðåðûâåí â F .
Ëåììà 2. Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî H � F èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëü-íî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òî H èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íàäåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ò. å. èç f(z) 2 H ñëåäóåò, ÷òî f(z + t) 2 H äëÿëþáîãî t 2 R.

/ Ïóñòü f 2 Hk. Ïðîâåðèì, ÷òî f(z + t) 2 Hk;l ïðè ëþáîì l > 0.Ðàçëîæèì f(z + t) â ðÿä Òåéëîðà
f(z + t) = f(z) + f 0(z)t+ : : :+ 1n!f (n)(z)tn + : : : : (4)

Ðàññóæäàÿ êàê ïðè âûâîäå íåðàâåíñòâà (3), ïîëó÷èì îöåíêó
Nk;l(F (n)) � n! 4kNk;l+1(f):

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (4) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå Nk;l ïðè jtj < 1=4. Ïîýòîìóf(z + t) 2 Hk;l ïðè jtj < 1=4.Ïðîâåðèì, ÷òî îïåðàòîð ñäâèãà St : f(z) ! f(z + t), t 2 R, ÿâëÿ-åòñÿ íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì â Fk;l. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ (2),ïîëó÷àåì
Nk;l(h(z + t)) = supjyj�l jh(x+ t+ iy)j (1 + x2)�k �
� 2k(1 + t2)k supjyj�l jh(x+ t+ iy)j �1 + (x+ t)2��k =

= 2k(1 + t2)kNk;l(h(z)): (5)
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Èç íåïðåðûâíîñòè St è òîãî, ÷òî âHk;l ôóíêöèè èçHk îáðàçóþò ïëîò-íîå ïîäìíîæåñòâî, ñëåäóåò, ÷òî Hk;l èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî St ïðèjtj < 1=4. Íî St1+t2 = St1St2 , ïîýòîìó Hk;l èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíîSt ïðè ëþáîì t 2 R. Ñëåäîâàòåëüíî, f(z + t) 2 Hk;l ïðè ëþáîì l > 0.Òîãäà ïî ëåììå 1 f(z + t) 2 Hk, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. .Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé (ñì.,íàïðèìåð, [4]), êîòîðûå áóäóò íåîáõîäèìû â äàëüíåéøåì. Ïóñòü S �ïðîñòðàíñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ êîìïëåêñíîçíà÷-íûõ ôóíêöèé '(x) íà R, óáûâàþùèõ ïðè jxj ! 1 âìåñòå ñî âñåìèïðîèçâîäíûìè áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè jxj�1. Òîïîëîãèþ â S ìîæíîçàäàòü ñ÷åòíîé ñèñòåìîé íîðì

k'kp = X
0���p supx2R(1 + x2)pj'(�)(x)j; p = 0; 1; 2; : : : :

Î÷åâèäíî, ÷òî k'k0 � k'k1 � k'k2 � : : : :
Èç íåðàâåíñòâà (1) ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

k'(x+ t)kp � 2p(1 + t2)pk'(x)kp 8t 2 R: (6)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sp ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà S ïî íîðìå k � kp; òîãäàSp � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò òî÷íóþ õàðàê-òåðèñòèêó ôóíêöèé èç Sp.
Ëåììà 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ' 2 Sp, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû' 2 Cp(R) è jxj2p'(�)(x)! 0 ïðè jxj ! 1 è � = 0; 1; : : : p.

/ Ñì. [4, ñ.91]. .Îáîáùåííîé ôóíêöèåé ìåäëåííîãî ðîñòà íàçûâàåòñÿ âñÿêèé ëè-íåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå S. Ìíîæåñòâî S 0âñåõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ìåäëåííîãî ðîñòà, ñíàáæåííîå ñëàáîé òî-ïîëîãèåé, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ËÂÏ. Èçâåñòíî (ñì. [4, ñ.94, ñëåäñòâ. 1]), ÷òî âñÿêàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ f 2 S 0 èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê,ò. å. äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå êàê ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàëíà áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Sm ïðè íåêîòîðîì m 2 Z+. Â ýòîì ñëó÷àåáóäåì ïèñàòü, ÷òî f 2 S 0m è m íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì f . Îáîçíà÷èì÷åðåç kfk�m íîðìó ôóíêöèîíàëà f íà ÁÏ Sm.Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà f íà ôóíêöèè ' áóäåì îáîçíà÷àòü < f;' >.Îïåðàòîð ñäâèãà St ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà S 0, åñëè ïîëîæèòü
< Stf; ' >:=< f; S�t' > :
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Åñëè f 2 S 0, ' 2 S, òî ñâåðòêà ôóíêöèé f �' îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(f � ')(t) :=< f; S�t'� >; (7)
ãäå '�(x) = '(�x). Îòìåòèì, ÷òî ñâåðòêó ìîæíî òàêæå çàïèñàòü ââèäå (f � ')(t) =< Stf; '� >; (8)
à åñëè f(x) èíòåãðèðóåìàÿ íà R ôóíêöèÿ, ðàñòóùàÿ íå áûñòðåå íåêî-òîðîé ñòåïåíè x, òî

(f � ')(t) = Z f(t� x)'(x) dx:
Åñëè íå óêàçàíû ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, òî èíòåãðàëû áåðóòñÿ ïîR.
Ëåììà 4. Åñëè f 2 S 0; ' 2 S, òî ñâåðòêà f � ' ñóùåñòâóåò, f � ' 2C1(R) è ïðè f 2 S 0m ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî��(f � ')(�)(t)��� kfk�m(1 + t2)mk'km+� 8t 2 R; � 2 Z+: (9)

/ Ñì. [4, ñ. 101]. .Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(f � ')(�) = f � ('(�)); � = 0; 1; 2; : : : : (10)

Èç íåðàâåíñòâà (9) ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì f 2S 0m ñâåðòêà f � ' ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè íà ' 2 Sm+p, p 2Z+. Ïðè ýòîì f � ' 2 Cp(R) è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (9) ïðè � =0; 1; : : : p.Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f(z) 2 F åå îãðàíè÷åíèå f(x) íà äåéñòâèòåëü-íóþ îñü ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó S 0. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîF � S 0; ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî âëîæåíèå íåïðåðûâíî.Ïîäïðîñòðàíñòâî H â S 0 (èëè â ëþáîì äðóãîì òîïîëîãè÷åñêîìâåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñîñòîÿùåì èç ôóíêöèé íà R) áóäåì íàçû-âàòü èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ èëè ïðîñòî èíâàðèàíòíûìïîäïðîñòðàíñòâîì (ñîêðàùåííî ÈÏÏ), åñëè èç f 2 H ñëåäóåò, ÷òîStf 2 H äëÿ ëþáîãî t 2 R. Â ÷àñòíîñòè, åñëè H � ÈÏÏ â F , òî ýòîîçíà÷àåò, ÷òî H èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà äåéñòâèòåëü-íûå ÷èñëà.
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Òåîðåìà 1. Èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïîäïðîñòðàíñòâà âF è S 0 íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè, êîòîðîå ïîëó-÷àåòñÿ ñîïîñòàâëåíèåì ÈÏÏ H � F åãî çàìûêàíèÿ H = [H] â S 0. Ýòîæå ñîîòâåòñòâèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñîïîñòàâëåíèåì ÈÏÏ H � S 0ïîäïðîñòðàíñòâà H = H \ F .

Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì íåñêîëüêî ëåìì. Ïóñòü
'k(z) = Ak � sin zz

�2k+2 ;
ãäå ÷èñëîâîé ìíîæèòåëüAk ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëî-âèå Z 'k(x) dx = 1: (11)
Ëåììà 5. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì y ôóíêöèÿ 'k(x+ iy) ïðèíàä-ëåæèò ïðîñòðàíñòâó Sk è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

k'k(x+ iy)kk � C(ch y)2k+2; (12)
ãäå C > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò k.

/ Î÷åâèäíî, ÷òî 'k(z) 2 C1 è äàæå áîëåå òîãî '(z) � öåëàÿ ôóíê-öèÿ. Çàìåòèì, ÷òî j sin zj2 � 2 ch2 y, jzj2 = x2 + y2. Ñëåäîâàòåëüíî,
jxj2kj'k(x+ iy)j � Ak2k+1(ch y)2k+2 x2k(x2 + y2)2k+2 ! 0

ïðè jxj ! 1. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
jxj2k'(�)(x+ iy)! 0

ïðè jxj ! 1 è ïðè ëþáîì � = 0; 1; 2; : : :. Èç ïðèâåäåííûõ îöåíîê ëåãêîïîëó÷àåòñÿ è íåðàâåíñòâî (12). .
Ëåììà 6. Åñëè f 2 S 0m; k � m + 1, òî ñâåðòêà f � 'k ïðèíàäëåæèòïðîñòðàíñòâó Fk. Îòîáðàæåíèå f ! f � 'k èç S 0m â Fk íåïðåðûâíî.

/ Èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî ñâåðòêà f �'k(x) ïðîäîëæàåòñÿ íà êîì-ïëåêñíûå çíà÷åíèÿ z = x + iy. Òàê êàê 'k(z) � öåëàÿ àíàëèòè÷åñêàÿôóíêöèÿ, òî è f�'k(z)� öåëàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (äåéñòâèòåëü-íî, òàê êàê 'k 2 Sm+1, òî ôóíêöèÿ f � 'k(z) íåïðåðûâíî äèôôåðåí-öèðóåìàÿ è, êðîìå òîãî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êîøè � Ðèìàíà).
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Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâàìè (9) è (12) ïîëó÷èì

jf � 'k(x+ iy)j � kfk�m(1 + x2)mk'kkm �� kfk�m(1 + x2)mk'kkk � C kfk�m(ch y)2k+2(1 + x2)m:
Ñëåäîâàòåëüíî, f � 'k 2 Fk è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Nk;l(f � 'k) � C kfk�m(ch l)2k+2;
èç êîòîðîãî ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f ! f � 'k èç S 0m âFk. .Îïðåäåëèì åùå ôóíêöèè

'k;n(z) := n'k(nz): (13)
Ðàññóæäàÿ êàê âûøå, ïîëó÷èì, ÷òî

k'n;k(x+ iy)kk � C1(chny)2k+2 (14)
è Nk;l(f � 'k;n) � C2kfk�m(chnl)2k+2; (15)
ãäå C1; C2 > 0 � ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò k; n.
Ëåììà 7. (a) Ïóñòü H � ÈÏÏ â F è h(z) 2 Hm := H \ Fm. Òîãäàïðè k � m+ 1 è ëþáîì n 2 Z+

h � 'k;n 2 Hm:
(á) Ïóñòü H � ÈÏÏ â S 0 è f 2 Hm := H\S 0m. Òîãäà ñóùåñòâóåò íîìåðk0 = k0(f) òàêîé, ÷òî ïðè k � k0 è n 2 Z+

f � 'k;n 2 Hk:
/ (à) Ñâåðòêó h � 'k;n ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

h � 'k;n(x) = Z h(x� t)'k;n(t) dt:
Ïðîäîëæèì åå íà êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé, ïîëàãàÿ ïðè z =x+ iy

h � 'k;n(z) = Z h(z � t)'k;n(t) dt: (16)
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Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, òàê êàê h 2 Fm è 'k;n 2 Sm+1.Ôóíêöèþ h(z � t) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð-ôóíêöèþ ïà-ðàìåòðà t ñî çíà÷åíèÿìè â ÁÏ Fm. Ïðîâåðèì, ÷òî ýòà âåêòîð-ôóíêöèÿíåïðåðûâíà. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì

jh(z � t1)� h(z � t2)j = j Z t2
t1 h0(z � �) d� �

� (t1 � t2) supt1��t2 jh0(z � �)j;
êîòîðîå ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáûõ t1 � t2. Òîãäà

Nm;l(h(z � t1)� h(z � t2)) �� supjyj�l supt1���t2(t2 � t1)jh0(x+ iy � �)j (1 + x2)�m �
� 2m(t2 � t1) supjyj�lt1���t2

jh0(x+ iy � �)j �1 + (x� �)2��m (1 + �2)m �
� 2m(t2 � t1)(1 + t21 + t22)mNm;l (h0(z)) �� 8m(t2 � t1)(1 + t21 + t22)mNm;l+1(h): (17)

Â ýòèõ îöåíêàõ áûëè èñïîëüçîâàíû íåðàâåíñòâà (2), (3) è î÷åâèäíîåíåðàâåíñòâî 1+�2 � 1+t21+t22. Èç (12) ñëåäóåò, ÷òî h(z�t) íåïðåðûâíîçàâèñèò îò t. Òîãäà ïðàâóþ ÷àñòü â ôîðìóëå (16) ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà îò âåêòîð-ôóíêöèè ñî çíà÷åíè-ÿìè â Fm. Èç íåðàâåíñòâà (5) ñëåäóåò, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.Ñëåäîâàòåëüíî, â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Fm
h � 'k;n(z) = limN!1

Z N
�N h(z � t)'k;n(t) dt;

à èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì èíòåãðàëüíûõ ñóììXh(z � tj)'k;n(tj)�tj ;
êîòîðûå ïðèíàäëåæàò Hm. Òîãäà è h � 'k;n 2 Hm.(á) Ïóñòü f 2 Hm = H \ S 0m. Òîãäà ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò èâñåì ïðîñòðàíñòâàì S 0p ïðè p � m. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèèf 2 S 0p ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

kStfk�p � 2p(1 + t2)pkfk�p; (18)
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êîòîðîå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (6).Èçâåñòíî, ÷òî ïîäìíîæåñòâî D ãëàäêèõ (êëàññà C1) ôóíêöèé ñêîìïàêòíûì íîñèòåëåì âñþäó ïëîòíî â S 0. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü f� 2 D, ñõîäÿùàÿñÿ ê f â ïðîñòðàíñòâå S 0. Òàê êàêf� ! f â S 0, òî èçâåñòíî (ñì. [4, ñ.94, ñëåäñòâ. 2 ]), ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå÷èñëî p 2 N, ÷òî f� ! f â ïðîñòðàíñòâå S 0p, ò. å. ïî íîðìå k � k�p.Ïîäáåðåì ôóíêöèþ g = f� 2 D òàêóþ, ÷òî kf � gk�p < ". Òîãäà

kSt1f � St2fk�p �� kSt1f � St2gk�p + kSt1g � St2gk�p + kSt2g � St2fk�p �� 2p(1 + t21)p"+ kSt1g � St2gk�p + 2p(1 + t22)p":
Ïðè jt1 � t2j äîñòàòî÷íî ìàëîì ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû kSt1g �St2gk < ". Â ýòîì ñëó÷àå

kSt1f � St2fk�p < " �2p(1 + t21)p + 2p(1 + t22)p + 1� ; (19)
îòêóäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ t! Stf èç R â S 0p.Âîçüìåì k0 = p+1. Ïðè k � k0 ñâåðòêó f �'k;n ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå

f � 'k;n = Z (S�tf)'k;n(t) dt;
ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà îò âåêòîð-ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â ÁÏ S 0k. Èç (18) ñëåäóåò, ÷òî ýòîò èíòåãðàëñõîäèòñÿ. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷àåòñÿ ïîâòîðåíèåìñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññóæäåíèé ïóíêòà (à). .
Ëåììà 8. (à) Åñëè h 2 Fm, k � m+ 1, òî h � 'k;n ! h ïðè n!1 âòîïîëîãèè ÁÏ Fk.

(á) Åñëè f 2 S 0m, k � k0(f) (÷èñëî k0(f) áåðåòñÿ èç ëåììû 7), òîf � 'k;n ! f ïðè n!1 â ïðîñòðàíñòâå S 0k./ (à) Ïðîâåðèì, ÷òî Nk;l(h�'k;n�h)! 0 ïðè ëþáîì l > 0. Çàôèê-ñèðóåì " > 0. Èç íåðàâåíñòâà (17) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò � > 0 òàêîå,÷òî Nk;l(h(z � t) � h(z)) < "=3 ïðè jtj < �. Òàê êàê R 'k;n(t) dt = 1 è'k;n(t) � 0, òî
Nk;l(h � 'k;n � h) = Nk;l�Z (h(z � t)� h(z))'k;n(t) dt� �
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� Z Nk;n�h(z � t)� h(z)�'k;n(t) dt:

Òàê êàê Nk;l(h(z � t) � h(z)) � (2k(1 + t2)k + 1)Nk;l(f), à 'k;n(t) =nAk(sinnt=nt)2k+2, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñïðàâåäëèâî íåðà-âåíñòâî Z
jtj>� Nk;l(h(z � t)� h(z))'k;n(t) dt < 2"=3:

Ïîýòîìó
Nk;l(h � 'k;n � h) � 2"3 + Z �

�� Nk;l(h(z � t)� h(t))'k;n(t) dt �
� 2"3 + "3

Z �
�� � ":

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (á) ïîëó÷àåòñÿ ïîâòîðåíèåì äîêàçàòåëü-ñòâà ïóíêòà (à) ñ çàìåíîé h(z) íà f(x), Nk;l íà k � k�k, íåðàâåíñòâ(17) è (5) íà (19) è (18). .Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. / Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ÈÏÏ H �F åãî çàìûêàíèå H = [H] â S 0. Ïðîâåðèì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå H ! [H]ñþðúåêòèâíî è èíåêòèâíî.(À) Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíîå ÈÏÏ â S 0, H = H\F . Ïðîâåðèì, ÷òî[H] = H. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f 2 Hm = H \ S 0m, òî ïî ëåììàì 6, 7 è8 ôóíêöèè f � 'k;n 2 H è f � 'k;n ! f â ïðîñòðàíñòâå S 0 ïðè n!1.Ñëåäîâàòåëüíî, f 2 [H] è Hm � [H]. Òàê êàê H = [Hm, òî è H � [H].Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå [H] � H î÷åâèäíî, ñëåäîâàòåëüíî, H = [H].(Á) Òåïåðü ïóñòü H � ïðîèçâîëüíîå ÈÏÏ â F , H = [H]. Òîãäà H� ÈÏÏ â S 0. Ïðîâåðèì, ÷òî H \ F = H. Åñëè h 2 H \ Fm, òî h� ! hâ S 0 äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè h� 2 H. Òîãäà íàéäåòñÿ p 2 Nòàêîå, ÷òî âñå ôóíêöèè h�; h 2 S 0p è h� ! h â ÁÏ S 0p. Ïî ëåììå 6 ïðèk � p+ 1 ôóíêöèè h� � 'k;n è h � 'k;n ïðèíàäëåæàò Fk è h� � 'k;n !h �'k;n â ïðîñòðàíñòâå Fk ïðè �!1. Òàê êàê h� �'k;n 2 Hk (ëåììà7), òî è ïðåäåë h �'k;n 2 Hk. Íàêîíåö, òàê êàê ïî ëåììå 8 (ïóíêò (à))h � 'k;n ! h â F ïðè n!1, òî è h 2 H.(Â) Åñëè H1 6= H2 � ÈÏÏ â F , òî ðàçëè÷íû è èõ çàìûêàíèÿH1 = [H1] è H2 = [H2] â S 0 (òàê êàê H1 = H1 \ F 6= H2 = H2 \ F).Ñ ó÷åòîì ïóíêòà (À) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâèå H ! h = [H]
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ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó ÈÏÏ â F è S 0, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó1. .Èç òåîðåìû 1 è ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ïîäïðîñòðàíñòââ F , èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, äîñòàòî÷íî îïè-ñàòü èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïîäïðîñòðàíñòâà â S 0. Èíâà-ðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïîäïðîñòðàíñòâà â S 0 è äâîéñòâåííîìïðîñòðàíñòâå S íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ïîîðòîäîïîëíèòåëüíîñòè S 0 � H $ H? � S, ãäå

H? = f' 2 S :< f;' >= 0 8f 2 Hg:
Ëåììà 9. Ïðîñòðàíñòâî S ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðîé îòíî-ñèòåëüíî ñâåðòêè. Çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî P � S èíâàðèàíòíîîòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-òûì èäåàëîì â S.

/ Ïóñòü f; g 2 Sp. Ïðîâåðèì, ÷òî f � g 2 S. ßñíî, ÷òî f � g 2 C1.Ïóñòü p; � 2 Z+ è � � p. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (1), ïîëó÷èì îöåíêó
(1 + x2)pj(f � g)(�)(x)j � (1 + x2)p Z jf (�)(x� t) g(t)j dt �
� 2p Z jf (�)(x� t)j(1 + (x� t)2)pjg(t)j (1 + t2)p dt �

� 2pkfkp Z jg(t)j(1 + t2)p dt � Ckfkpkgkp+1; (20)
ãäå

C = 2p Z (1 + t2)�1 dt = �2p:
Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî kfkp � kfkp+1, èç (20) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

kf � gkp � C1 kfkp+1kgkp+1; (21)
ãäå C1 � íå çàâèñÿùàÿ îò f; g ïîñòîÿííàÿ. Èç (21) ñëåäóåò, ÷òî f �g 2 Sè íåïðåðûâíî çàâèñèò îò f è g.Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî P � S èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ,òî, ðàññóæäàÿ êàê â ëåììå 7, óáåæäàåìñÿ, ÷òî P âûäåðæèâàåò ñâåðòêèñ ëþáûìè ôóíêöèÿìè èç S, ò. å. P ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â S.Îáðàòíî, ïóñòü P � çàìêíóòûé èäåàë â S. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüôóíêöèé 'n(x) 2 D íàçûâàåòñÿ �-îáðàçíîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-þùèå óñëîâèÿ:
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1) 'n(x) � 0 8x 2 R;2) R 'n(x) dx = 1;3) äëÿ ëþáîãî " > 0 íîñèòåëè ôóíêöèé 'n(x) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõn ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (�"; ").Ñòàíäàðòíîé ïðîâåðêîé (ñì., íàïðèìåð, [5, ñ.20�22]) ïîêàçûâàåòñÿ,÷òî f �'n(x)! f(x) ïðè n!1 â ïðîñòðàíñòâå S äëÿ ëþáîé ôóíêöèèf 2 S. Åñëè f 2 P , òî

St(f � 'n) = f � St'n ! Stf; t 2 R:
Òàê êàê f � St'n 2 P , òî è Stf 2 P , ò. å. P èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíîñäâèãîâ. .Ïðîñòðàíñòâî S ÿâëÿåòñÿ òàêæå òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðîé îòíîñè-òåëüíîãî ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ ôóíêöèé. ×òîáû ðàçëè÷àòü, áóäåìîáîçíà÷àòü Smult ïðîñòðàíñòâî S êàê àëãåáðó îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷-íîãî óìíîæåíèÿ è Sconv ïðîñòðàíñòâî S êàê àëãåáðó îòíîñèòåëüíîñâåðòêè.
Ëåììà 10. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

� : f(x)! f̂(t) = Z f(x) eitx dx
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû Sconv íà òîïîëîãè-÷åñêóþ àëãåáðó Smult.

/ Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç îáû÷íûõ ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâà-íèÿ Ôóðüå. .Ñîîòâåòñòâèå H $ H? $ �(H?) = I
óñòàíàâëèâàåò áèåêöèþ ìåæäó ÈÏÏ â S 0 è çàìêíóòûìè èäåàëàìè âSmult. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé çàìêíóòûé èäåàë â Smult ëîêàëèçóåì (ñì.[6,ãë. VII, ï.3] èëè [7]) äàæå äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ S = S(Rn). Ïðèn = 1 ëîêàëèçóåìîñòü çàìêíóòîãî èäåàëà I � Smult îçíà÷àåò, ÷òî Iîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè íóëÿìè (ñ êðàòíîñòÿìè). Áîëåå òî÷-íî, òî÷êà x 2 R íàçûâàåòñÿ íóëåì èäåàëà I, åñëè f(x) = 0 äëÿ ëþáîéôóíêöèè f 2 I. Êðàòíîñòüþ íóëÿ x íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòó-ðàëüíîå ÷èñëî r = r(x) òàêîå, ÷òî f (r)(x) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèèf 2 I. Åñëè f (�)(x) = 0 äëÿ âñåõ f 2 I; � 2 N, òî x íàçûâàåòñÿ íóëåìáåñêîíå÷íîé êðàòíîñòè è â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì r(x) = 1. Ïóñòü
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� = �(I) � ìíîæåñòâî âñåõ íóëåé èäåàëà I, ïðè÷åì êàæäûé íóëüx áåðåòñÿ ñ êðàòíîñòüþ r(x). Äâà çàìêíóòûõ èäåàëà â Smult ñîâïà-äàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò èõ ìíîæåñòâà íóëåé (ñêðàòíîñòÿìè).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü H � ÈÏÏ â S 0, I � ñîîòâåòñòâóþùèé ïîäïðî-ñòðàíñòâóH ïî ñîîòâåòñòâèþ (22) èäåàë â Smult, � � ìíîæåñòâî íóëåéèäåàëà I. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâîH ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ëèíåéíîéîáîëî÷êè ñîäåðæàùèõñÿ â íåì ýêñïîíåíöèàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ xkei�x,ïðè÷åì xkei�x 2 H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà � 2 � è k < r(�).

/ Ôóíêöèÿ xkei�x 2 H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îðòîãîíàëü-íà ïîäïðîñòðàíñòâó H? � S, ò. å.Z xkei�xf(x) dx = 0 8f 2 H?:
Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

f̂ (k)(�) = 0 8f̂ 2 I
èëè � � íóëü èäåàëà I êðàòíîñòè áîëüøå k.Ïóñòü H1 � çàìûêàíèå â S 0 ëèíåéíîé îáîëî÷êè âñåõ ôóíêöèéxkei�x ïðè � 2 �, k < r(�). Òîãäà H1 � ÈÏÏ â S 0, H1 � H è ïîä-ïðîñòðàíñòâó H1 ñîîòâåòñòâóåò èäåàë I1 â Smult ñ òåì æå ìíîæåñòâîìíóëåé, ÷òî è ó èäåàëà I. Ñëåäîâàòåëüíî, I1 = I è H1 = H. .
Òåîðåìà 3. Ëþáîå èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿïîäïðîñòðàíñòâî H � F äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíûé ñèíòåç.

/ Òàê êàê H èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òîïî ëåììå 2 H èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà äåéñòâèòåëüíûå÷èñëà (ò. å. H � ÈÏÏ â F). Ïóñòü H = [H] � çàìûêàíèå â S 0. ÒîãäàH � ÈÏÏ â S 0 è ïî òåîðåìå 2 H ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ëèíåéíîéîáîëî÷êè ôóíêöèé xkei�x ïðè � 2 �, k < r(�). Ïóñòü H1 � çàìûêàíèåâ F ëèíåéíîé îáîëî÷êè ýòèõ ôóíêöèé. Î÷åâèäíî, ÷òî H1 � ÈÏÏ â Fè åãî çàìûêàíèå [H1] ñîâïàäàåò ñ H. Òîãäà ïî òåîðåìå 1 H1 = H. .
Ñëåäñòâèå. Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà H � F ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-âàëåíòíû:1) H èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ;2) H èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà;3)H èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà ëþáûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
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/ Èç 1) ñëåäóåò 2) ïî ëåììå 2. Èç 2) ïî òåîðåìå 3 ñëåäóåò, ÷òî Hñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ôóíêöèè zkei�z. Ïðè ñäâèãå íà ëþáîåêîìïëåêñíîå ÷èñëî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ýòèõ ôóíêöèé ïåðåõîäèò â ñåáÿ,îòêóäà ñëåäóåò 3). Íàêîíåö èç 3) ñëåäóåò 1), òàê êàê äèôôåðåíöèðî-âàíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì â F è ëèíåéíàÿ îáîëî÷êàôóíêöèé zkei�z èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. .

Ñëåäñòâèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîäìíîæåñòâî � � R áûëî ñïåêòðîìíåêîòîðîãî ÈÏÏ â F , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû � áûëî ìíî-æåñòâîì íóëåé íåêîòîðîãî èäåàëà I � Smult.Ñëåäñòâèå 2 äàåò íàì íåêîòîðîå îïèñàíèå âñåâîçìîæíûõ ñïåêòðîâÈÏÏ H � F , íî ìîæíî ïîëó÷èòü è áîëåå ÿâíîå îïèñàíèå ýòèõ ñïåê-òðîâ.Ïóñòü �� ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ïðè-÷åì êàæäîå ÷èñëî � 2 � âõîäèò â � ñ íåêîòîðîé êðàòíîñòüþ r(�),âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîé. Ïóñòü
�k = f� 2 � : r(�) = kg; k = 1; 2; : : : ;1:

Òåîðåìà 4. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîäìíîæåñòâî � áûëî ñïåêòðîì íåêî-òîðîãî ÈÏÏ H � F , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñüóñëîâèÿ:1) ïîäìíîæåñòâî �1 çàìêíóòî â R;2) ïîäìíîæåñòâî �fin := �n�1 íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå, ïðè÷åì âñå ïðå-äåëüíûå òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) ïðèíàäëåæàòìíîæåñòâó �1.Çàìå÷àíèå. Ïî ñëåäñòâèþ 2 òåîðåìà 4 äàåò òàêæå íåîáõîäèìûåè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî � áûëî ìíîæå-ñòâîì íóëåé íåêîòîðîãî èäåàëà I � Smult. Ýòè óñëîâèÿ ïðèâåäåíû áåçäîêàçàòåëüñòâà â ðàáîòå Â.Ô.Ìîë÷àíîâà [8], ãäå òîëüêî ñêàçàíî, ÷òîîíè ñëåäóþò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [9]. Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíîåäîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì íåñêîëüêî ëåìì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òîôóíêöèÿ f(x) 2 S(a; b), åñëè f 2 C1(a; b), è ôóíêöèÿ
~f(x) := � f(x) ; x 2 (a; b);0 ; x =2 (a; b); (22)

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó S. Â ÷àñòíîñòè, S(�1;1) = S. Â äàëü-íåéøåì áóäåì âñåãäà ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè èç S(a; b) ïðèíèìàþò íó-ëåâûå çíà÷åíèÿ ïðè x =2 (a; b) ( ò. å. f îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ~f).
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Ââåäåì ôóíêöèè


(x) := � e�1=x; x > 0;0; x � 0;
 (a;b)(x) = 
(x� a) 
(b� x); a; b 2 R; (�1;b)(x) := e�x2
(b� x); b 2 R; (a;+1)(x) := 
(x� a)e�x2 ; a 2 R; (�1;+1) := e�x2 :

Î÷åâèäíî, ÷òî 
 2 S(0;+1),  (a;b) 2 S(a; b) 8a; b 2 R [ f1g.
Ëåììà 11. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f 2 C1(a; b) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ'(x) 2 S(a; b) òàêàÿ, ÷òî1) '(x) > 0 8x 2 (a; b);2) '(x) f(x) 2 S(a; b).

/ Âîçüìåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ â (a; b) êîíå÷íûõèíòåðâàëîâ (ak; bk), k = 1; 2; : : :, òàêóþ, ÷òî [ak; bk] � (ak+1; bk+1), ak !a, bk ! b. Ïóñòü a0 = b0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç èíòåðâàëà (a1; b1),è äîïîëíèòåëüíî ïóñòü a�1 := b1, b�1 := a1.Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
'k(x) :=  (bk�1;bk+1) +  (ak+1;ak�1); k = 0; 1; 2; : : : ;

è ÷èñëà
��1k := maxx2Rj;r;s=0;1;:::k

nj'(j)k (x)j(jf (r)(x)j+ 1)o (1 + x2)s:
Ôóíêöèþ '(x) îïðåäåëèì êàê ñóììó ðÿäà

'(x) = 1X
k=0 2

�k�k'k(x): (23)
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè k � j

j'(j)k (x)j � ��1k ;
îòñþäà j2�k�k'(j)k (x)j � 2�k:
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (23) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ âìåñòå ñî âñåìè ïðîèç-âîäíûìè. Ïîýòîìó ' 2 C1(R). Î÷åâèäíî, ÷òî '(x) > 0 ïðè x 2 (a; b)è '(x) = 0 ïðè x =2 (a; b), ñëåäîâàòåëüíî, ' 2 S(a; b).×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî 'f 2 S(a; b), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿëþáûõ r; s 2 Z+ (1 + x2)s�'(x)f(x)�(r) ! 0
ïðè x! a èëè x! b, x 2 (a; b). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,÷òîx! b. Òàê êàê

�'(x) f(x)�(r) = rX
p=0C

pr '(p)(x) f (r�p)(x);
òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

(1 + x2)s'(j)f (r)(x)! 0 8j; r; s 2 Z+ (24)
ïðè x ! b. Äëÿ ëþáîãî " > 0 ïîäáåðåì íîìåð l òàê, ÷òîáû 21�l < " èl � j; r; s. Çàìåòèì, ÷òî åñëè x > bl, òî x íå ïðèíàäëåæèò íîñèòåëÿìôóíêöèé 'k ïðè k � l � 1. Ïîýòîìó

j(1 + x2)s'(j)(x) f (r)(x)j �
� 1X

k=l 2
�k�k(1 + x2)sj'(j)k (x) f (r)(x)j � 1X

k=l 2
�k = 12l�1 < ";

÷òî äîêàçûâàåò (24). .
Ëåììà 12. Äëÿ ëþáûõ a; b 2 R, a < b, è n;m 2 N ñóùåñòâóåò ôóíê-öèÿ g(a;b;n;m)(x) 2 C1(a; b), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:1) g(a;b;n;m)(x) > 0 8x 2 (a; b);2) íàéäåòñÿ � > 0, äëÿ êîòîðîãî

g(a;b;n;m)(x) =
� (x� a)n ; x 2 (a; a+ �);(�1)m(x� b)m ; x 2 (b� �; b):

/ Â êà÷åñòâå � âîçüìåì ëþáîå ÷èñëî 0 < � < (b� a)=4. Ñóùåñòâóåòôóíêöèÿ h(x) 2 C1(R) òàêàÿ, ÷òî h(x) � 0 8x 2 R, h(x) = 1 ïðèjxj � � è h(x) = 0 ïðè jxj � 2�. Âîçüìåì ôóíêöèþ
g(x) = h(x� a) (x� a)n +  (a+�;b��) + (�1)m(x� b)mh(x� b):
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Â êà÷åñòâå g(a;b;n;m) ìîæíî âçÿòü îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè g(x) íà èí-òåðâàë (a; b). .Äëÿ ôóíêöèè f 2 C1(a; b) îáîçíà÷èì ÷åðåç N(f ; a; b) ìíîæåñòâîâñåõ íóëåé ôóíêöèè f íà èíòåðâàëå (a; b), ïðè÷åì ïóñòü êàæäûé íóëüñîäåðæèòñÿ â N(f ; a; b) ñ êðàòíîñòüþ, ðàâíîé êðàòíîñòè ýòîãî íóëÿ.Èíîãäà áóäåì òàêæå ïèñàòü N(f ; I) âìåñòî N(f ; a; b), åñëè I = (a; b).
Ëåììà 13. Ïóñòü � � êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê èí-òåðâàëà (a; b), íå èìåþùåå ïðåäåëüíûõ òî÷åê âíóòðè (a; b), ïðè÷åìêàæäàÿ òî÷êà èç � ìîæåò âõîäèòü â ýòîò íàáîð ñ êîíå÷íîé êðàòíî-ñòüþ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f 2 C1(a; b), äëÿ êîòîðîéN(f ; a; b) =�.

/ Óïîðÿäî÷èì ÷èñëà èç � â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ
: : : < c�2 < c�1 < c0 < c1 < c2 < : : : :

Ïóñòü nk � êðàòíîñòü ÷èñëà ck â íàáîðå �.Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(x) íà êàæäîì îòðåçêå [ck; ck+1] ïðè ïîìîùèôóíêöèé èç ëåììû 12. Ïîëîæèì
f(x) := (�1)n1+n2+:::+nkg(ck;ck+1;nk;nk+1)(x)

ïðè x 2 [ck; ck+1], k � 0 (ïðè k = 0 ñ÷èòàåì, ÷òî n1 + : : :+ nk = 0),
f(x) := (�1)n0+n�1+:::+nk+1g(ck�1;ck;nk�1;nk)(x)

ïðè x 2 [ck�1; ck], k < 0. Åñëè ñðåäè ÷èñåë èç � ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåå÷èñëî cN èëè íàèìåíüøåå ÷èñëî cM , òî äîïîëíèòåëüíî ïîëàãàåì
f(x) = (�1)n1+:::+nN g(ck;b;nN ;1)(x) ïðè x 2 [cN ; b);f(x) = (�1)n0+n�1+:::+nM g(a;cM ;1;nM )(x) ïðè x 2 (a; cM ]:

Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ck ïîñòðîåííàÿôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé (�1)n1+:::+nk(x � ck)nk ïðè k � 0 è ñôóíêöèåé (�1)n0+:::+nk�1(x � ck)nk ïðè k < 0. Ïîýòîìó f 2 C1(a; b).Î÷åâèäíî, ÷òî íóëÿìè f(x) íà (a; b) ÿâëÿþòñÿ òîëüêî òî÷êè ck, ïðè÷åìck � íóëü êðàòíîñòè nk. .
Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ ëåììû 13 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F (x) 2 S(a; b),äëÿ êîòîðîé N(F ; a; b) = �.
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/ Âîçüìåì ôóíêöèþ f(x) èç ëåììû 13 è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ôóíê-öèþ '(x) èç ëåììû 11, òîãäà ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ F (x) = '(x) f(x)..

Ëåììà 14. Ïóñòü � � ïîäìíîæåñòâî â R, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâè-ÿì 1) è 2) òåîðåìû 4. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F (x) 2 S(R), äëÿ êîòîðîéN(F;R) = �.
/ Ïóñòü A = �1. Ìíîæåñòâî A çàìêíóòî, ïîýòîìó åãî äîïîëíåíèåR n A îòêðûòî â R, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿêîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ Ik:

R nA =[
k Ik:

Äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà Ik ïóñòü �(k) = �\ Ik (òî÷êè áåðóòñÿ ñ êðàò-íîñòÿìè). Ïî ñëåäñòâèþ 3 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ fk 2 S(Ik) òàêàÿ, ÷òîN(fk; Ik) = �(k). Ïóñòü
��1k = maxx2R0�j;s�k jf

(j)s (x)j:
Âîçüìåì ôóíêöèþ f(x) =X

k 2�k�k fk(x):
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f 2 C1(R) è N(f ;R) = �. Ïî ëåììå 11 ïîäáåðåìôóíêöèþ '(x) 2 S(R), '(x) > 0 òàêóþ, ÷òî F (x) = '(x) f(x) 2 S(R).Òîãäà N(F ;R) = �. .Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. / Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé 1) è2). Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 2. Ïóñòü f 2 C1(R) è � = N(f ;R).Ïóñòü x � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà �. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü xn 2 �, xn ! x. Ïåðåõîäÿ ê íåêîòîðîé ïîäïîñëåäî-âàòåëüíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ìîíîòîííàÿ,äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü xn+1 > xn. Èç íåïðåðûâíîñòè f ñëåäóåò,÷òî f(x) = 0. Íà êàæäîì îòðåçêå [xn; xn+1] íàéäåòñÿ òî÷êà x(1)n òàêàÿ,÷òî f 0(x(1)n ) = 0. Òàê êàê x(1)n ! x, òî èç íåïðåðûâíîñòè f 0 ñëåäó-åò, ÷òî f 0(x) = 0. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, óáåæäàåìñÿ, ÷òî f (k)(x) = 0äëÿ âñåõ k 2 Z+, ñëåäîâàòåëüíî, x 2 �1. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò,÷òî ìíîæåñòâî �1 çàìêíóòî. Âñå òî÷êè ïîäìíîæåñòâà �fin = � n�1èçîëèðîâàííûå, ïîýòîìó ýòî ïîäìíîæåñòâî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå.
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Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé 1) è 2). Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî � óäîâëå-òâîðÿåò óñëîâèÿì 1) è 2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç I çàìêíóòûé èäåàë â Smult,ñîñòîÿùèé èç âñåõ ôóíêöèé f 2 S, êîòîðûå â êàæäîé òî÷êå � 2 � èìå-þò íóëü êðàòíîñòè � r(�). Ïî ëåììå 4 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f 2 I, äëÿêîòîðîé N(f ;R) = �. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî íóëåé èäåàëà I ñîâ-ïàäàåò ñ � è ïî ñëåäñòâèþ 2 � ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì íåêîòîðîãî ÈÏÏH � F . .

R�esum�e

Let F be the set of all entire functions f(z), z = x+ iy, such that
supjyj�l jf(x+ iy)j (1 + x2)�k <1

for all l > 0. F is a locally convex space with respect to certain topology.It is proved that every closed invariant under derivation linear subspaceH � F is the closed span of the functions
zkei�z; � 2 C; k 2 N [ f1g:

A set � = f� 2 C : ei�z 2 Hg
is called the spectrum of H, end we suppose that � contains in � with themultiplicity r(�), where

r(�) = inffk 2 N [ f1g : zkei�z =2 Hg:
The complete description of various spectrums of such subspaces H isobtained.
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