
Òðóäû Ïåòðîçàâîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòàÑåðèÿ �Ìàòåìàòèêà� Âûïóñê 3, 1996

ÓÄÊ 519.6

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ ÌÎÄÅËÈÄÈÔÔÓÇÈÈ Ñ ÎÁÐÀÒÈÌÛÌ ÇÀÕÂÀÒÎÌ ÈÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ
Þ. Â. Çàèêà

Äàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ìîäåëè ïåðåíîñà ãàçàñêâîçü ìåìáðàíû ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ëîâóøêàìè è ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà ïîâåðõíîñòè. Ïîñëåäíåå ïðèâîäèò êäèíàìè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Âîïðîñ î íåïðîòèâîðå÷è-âîñòè óðàâíåíèé ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ êëàññà ôóíêöè-îíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íîãî ñèñòåìàìñ ïîñëåäåéñòâèåì íåéòðàëüíîãî òèïà. Ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæà-òåëüíûì ïðèìåðîì ïîëóäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â ãèëüáåðòîâîìïðîñòðàíñòâå.
� 1. Ìîäåëü ïåðåíîñà âîäîðîäà ñêâîçüìåòàëëè÷åñêèå ìåìáðàíû

Èìåÿ â âèäó êîíêðåòíóþ ïðèêëàäíóþ çàäà÷ó, áóäåì äëÿ îïðåäå-ëåííîñòè ðàññìàòðèâàòü ïàðó âîäîðîä � ìåòàëë. Ñ íåïðèíöèïèàëü-íûìè èçìåíåíèÿìè ìîäåëü è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò èñïîëü-çîâàòüñÿ è äëÿ äðóãèõ ñèñòåì ãàç � òâåðäîå òåëî. Âîäîðîä çàíèìà-åò îñîáîå ìåñòî â òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ [1-6]� äîñòàòî÷íî óïîìÿíóòü çàäà÷è ýíåðãåòèêè, çàùèòû ìàòåðèàëîâ îòâîäîðîäíîé êîððîçèè, ïðîåêòèðîâàíèÿ õèìè÷åñêèõ ðåàêòîðîâ, ðàêå-òîñòðîåíèÿ, âàêóóìíîé òåõíèêè è òåõíîëîãèè. Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëü-êó â òåðìîÿäåðíûõ ðåàêòîðàõ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàäèîàêòèâíûé
1Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-íèé,(ïðîåêò 95-01-00355).
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èçîòîï âîäîðîäà � òðèòèé, òî âîçíèêàåò ïðîáëåìà âîçìîæíûõ äèô-ôóçèîííûõ óòå÷åê òðèòèÿ è åãî íàêîïëåíèÿ â êîíñòðóêöèîííûõ ìàòå-ðèàëàõ ïåðâîé ñòåíêè ðåàêòîðà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçðàáîòêà àäåêâàò-íûõ ìîäåëåé âîäîðîäîïðîíèöàåìîñòè è ìåòîäîâ èõ èäåíòèôèêàöèè ïîðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà äëÿ êîíêðåòíûõ ìàòåðèàëîâ ïðåäñòàâëÿåòçíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ.Ýêñïåðèìåíòàëüíûé îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ëèìèòèðóþùèìè ÿâ-ëÿþòñÿ íå òîëüêî äèôôóçèîííûå ïðîöåññû âíóòðè ìåòàëëà, íî è ñëîæ-íûå ôèçèêî-õèìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ( ñì. [4]). Êèíåòè÷å-ñêèå êðèâûå, ïîëó÷àåìûå ìåòîäàìè âîäîðîäîïðîíèöàåìîñòè è òåðìî-äåñîðáöèè, ñîäåðæàò èíôîðìàöèþ è î ñêîðîñòÿõ àäñîðáöèîííî-äåñîðáöèîííûõïðîöåññîâ, î âçàèìîäåéñòâèè ñ ëîâóøêàìè.Öåëü ñòàòüè � èçëîæèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå îäíîé èçâîçìîæíûõ ìîäåëåé ïåðåíîñà âîäîðîäà ñêâîçü ìåòàëë. Áàçîé ïîñëó-æèëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðàáîòû ïîä ðóêîâîäñòâîì À.À.Êóðäþìîâà èÈ.Å.Ãàáèñà (ñì. [4-6]). Çäåñü íå áóäóò îáñóæäàòüñÿ óñëîâèÿ è ãðàíèöûïðèìåíèìîñòè èñïîëüçóåìîé ìîäåëè. Äëÿ d-ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ ïðèîòíîñèòåëüíî ìàëûõ êîíöåíòðàöèÿõ â äèàïàçîíå òåìïåðàòóð 300-1000K àäåêâàòíîñòü ìîäåëè ïîäòâåðæäåíà ÷èñëåííî è ýêñïåðèìåíòàëüíî.Èç-çà îãðàíè÷åííîñòè îáúåìà ñòàòüè íå áóäóò òàêæå èçëàãàòüñÿ ìåòî-äû èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíûõ àïðèîðè ïàðàìåòðîâ ïî ðåçóëüòàòàìèçìåðåíèé ( ìåòîä ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé èçëîæåí â [7]).Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðåííîãî âîäîðîäà (â àòî-ìàðíîì ñîñòîÿíèè) â ìåòàëëå äîñòàòî÷íî ìàëà è ÷àñòü åãî âçàèìîäåé-ñòâóåò ñ ëîâóøêàìè. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèôôóçèè ñîáðàòèìûì çàõâàòîì âíóòðè ìåìáðàíû ïðèìåì ñèñòåìó óðàâíåíèé( ñì. îáçîð [5]):

@c@t = D(T ) @2c@x2 � a1(T )c+ a2(T )z; (1)@z@t = a1(T )c� a2(T )z; x 2 [0; `]; t 2 [0; t�]; (2)
ãäå c(t; x) � êîíöåíòðàöèÿ äèôôóíäèðóþùåãî âîäîðîäà, z(t; x) � êîí-öåíòðàöèÿ çàõâà÷åííîãî äèôôóçàíòà, D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè,a1; a2 � êîýôôèöèåíòû ïîãëîùåíèÿ è âûäåëåíèÿ âîäîðîäà ëîâóøêà-ìè.Â ïðàâîé ÷àñòè (2) äèôôóçèîííîå ñëàãàåìîå îòñóòñòâóåò, ïîñêîëü-êó ëîâóøêè ( ðàçëè÷íîãî ðîäà äåôåêòû ôèçèêî-õèìè÷åñêîé ñòðóêòó-ðû ìåòàëëà) ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïîäâèæíûìè. Âåëè÷èíû D; ai çàâèñÿòîò òåìïåðàòóðû T (t) ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ ïî çàêîíó Àððåíèóñà ñ
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ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûìè ìíîæèòåëÿìè è ýíåðãèÿ-ìè àêòèâàöèè: D0; ED; a0i; Ei; R = const;

D = D0 exp(�ED=RT (t)); ai = a0i exp(�Ei=RT (t)):
Îòìåòèì, ÷òî èìåííî àððåíèóñîâîñòü êîýôôèöèåíòîâ â äàëüíåé-øåì èçëîæåíèè íå èãðàåò ïðèíöèïèàëüíîé ðîëè. Âàæíî ëèøü, ÷òîáûïîñëå ïîäñòàíîâêè T (t) êîýôôèöèåíòû áûëè ôóíêöèÿìè âðåìåíè t è,ìîæåò áûòü, íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò, ïîäëåæàùèõ èäåíòèôèêàöèè. Ïî-ýòîìó ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äðóãèå òåìïåðàòóð-íûå çàâèñèìîñòè. Íåîáõîäèìî ñîõðàíèòü òîëüêî ñâîéñòâà ãëàäêîñòè,ìîíîòîííîñòè ñ ðîñòîì T , îòäåëåííîñòè îò íóëÿ è ïîëîæèòåëüíîñòè,êàê èìåþùèå ôèçè÷åñêèé ñìûñë.Ñóùåñòâóþò áîëåå äåòàëèçèðîâàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëèäèôôóçèè. Îäíàêî çíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ ïàðà-ìåòðîâ äåëàåò çàäà÷ó èõ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ òðóäíîîáî-çðèìîé. Ïîýòîìó çäåñü è â äàëüíåéøåì ïðèíÿò ðàçóìíûé êîìïðîìèññìåæäó ïîëíîòîé ìîäåëè è ðåàëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè åå èäåíòèôèêà-öèè èìåþùèìèñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è âû÷èñëèòåëüíûìè ñðåäñòâà-ìè.Îñíîâíûå òðóäíîñòè ñâÿçàíû íå ñ óðàâíåíèÿìè (1), (2), à ñ äè-íàìè÷åñêèìè íåëèíåéíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïåðåéäåì ê èõîïèñàíèþ.Ïóñòü ïîâåðõíîñòü ìåìáðàíû êîíòàêòèðóåò ñ ãàçîîáðàçíûì âîäî-ðîäîì. Òîãäà ñ ó÷åòîì àäñîðáöèîííî-äåñîðáöèîííûõ ïðîöåññîâ íà ïî-âåðõíîñòè êðàåâûå óñëîâèÿ ìîäåëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì.îáçîð[5] è [4]): c(0; x) = �c(x); z(0; x) = �z(x); x 2 [0; `]; (3)

c0(t) = c(t; 0) = g(T )q0(t); c`(t) = c(t; `) = g(T )q`(t); (4)
ddtq0(t) = �s(T )p0(t)� b(T )q20(t) +D(T ) @c@x

��x=0;
ddtq`(t) = �s(T )p`(t)� b(T )q2̀(t)�D(T ) @c@x

��x=`; (5)
T = T (t); t 2 [0; t�];

g(T ) = g0 exp(�Eg=RT ); b(T ) = b0 exp(�Eb=RT );
s(T ) = s0 exp(�Es=RT ):
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Çäåñü q0(t); q`(t) � êîíöåíòðàöèè äèôôóíäèðóþùåãî âîäîðîäà íà ñî-îòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòÿõ ìåìáðàíû (x = 0; ` ), g(T ) � êîíñòàíòàðàâíîâåñèÿ ìåæäó êîíöåíòðàöèÿìè íà ïîâåðõíîñòè è â ïðèïîâåðõ-íîñòíîì îáúåìå ìåìáðàíû, � � êèíåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò, s(T ) �êîýôôèöèåíò ïðèëèïàíèÿ âîäîðîäà â ãàçîâîé ôàçå ê ïîâåðõíîñòè,p0(t); p`(t)� äàâëåíèÿ ãàçîîáðàçíîãî âîäîðîäà ñ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòî-ðîí ìåìáðàíû, b(T ) � êîýôôèöèåíò äåñîðáöèè.Ïîÿñíèì íåñêîëüêî ïîäðîáíåå ñìûñë ñîîòíîøåíèé (3)�(5). Íà-÷àëüíîå óñëîâèå (3) îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì íàñûùåíèåì ìåìáðàíûâîäîðîäîì. Åñëè ïåðåä ýêñïåðèìåíòîì ìåìáðàíà îáåçâîäîðîæåíà, òî�c(x) = �z(x) = 0: Ñîîòíîøåíèÿ (4) îçíà÷àþò, ÷òî îáúåìíûå ïðèïîâåðõ-íîñòíûå êîíöåíòðàöèè c0(t); c`(t) "îòñëåæèâàþò"(ïðîïîðöèîíàëüíû)òåêóùèå êîíöåíòðàöèè q0(t); q`(t) íà ïîâåðõíîñòè. Íàêîíåö, ðàññìîò-ðèì óðàâíåíèÿ áàëàíñà ïîòîêîâ (5). ×åì áîëüøå äàâëåíèå ãàçîîáðàç-íîãî âîäîðîäà, òåì áîëüøå àòîìîâ â åäèíèöó âðåìåíè ïîïàäàåò íàåäèíè÷íóþ ïëîùàäêó ïîâåðõíîñòè (ïåðâûå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷à-ñòÿõ (5)). Âòîðûå ñëàãàåìûå îçíà÷àþò, ÷òî ÷àñòü àòîìîâ, îêàçàâøèõñÿíà ïîâåðõíîñòè, ñíîâà ñîåäèíÿþòñÿ â ìîëåêóëû âîäîðîäà è ïîêèäàþòïîâåðõíîñòü (äåñîðáöèîííûé ïîòîê). Êâàäðàòè÷íîñòü çàêîíà äåñîðá-öèè, õàðàêòåðíàÿ äëÿ âîäîðîäà, â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè íå ïðèí-öèïèàëüíà. Ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (5) ñîîòâåòñòâóþòïðèòîêó èëè îòòîêó àòîìîâ âîäîðîäà ê ïîâåðõíîñòè çà ñ÷åò äèôôóçèèâ îáúåìå ìåìáðàíû.Êðîìå íåëèíåéíîñòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4),(5) èìåþò ñëåäóþùóþîñîáåííîñòü. Çíà÷åíèÿ ñëàãàåìûõ D(T (t))@c=@xjx=0;` â ìîìåíò âðåìå-íè t > 0 îïðåäåëÿþòñÿ âñåé ïðåäûñòîðèåé ïîâåðõíîñòíûõ êîíöåíòðà-öèé q0(�); q`(�) íà îòðåçêå [0; t] . Îáðàçíî ãîâîðÿ, ñîãëàñíî (4) ÷àñòüàòîìîâ ñ ïîâåðõíîñòè "íûðÿåò"â îáúåì è äèôôóíäèðóåò âíóòðè ìåì-áðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ (1),(2). Äèôôóçèîííûé ïðèòîê (îòòîê) ê (îò)ïîâåðõíîñòè ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ "ïðîôèëåì"êîíöåíòðàöèè ïî òîë-ùèíå.
� 2. Ìåòîäèêà ýêñïåðèìåíòîâ è ìîäåëü èçìåðåíèé

2.1. Ìåòîä òåðìîäåñîðáöèîííîé ñïåêòðîìåòðèè
Â êàìåðó ñ ëåíòîé èç èññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà ïîäàåòñÿ âîäîðîä âãàçîâîé ôàçå ïðè ñðàâíèòåëüíî áîëüøîì äàâëåíèè. Ëåíòà íàãðåâàåòñÿýëåêòðè÷åñêèì òîêîì ñ öåëüþ óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòåé àäñîðáöèîííî-äåñîðáöèîííûõ ïðîöåññîâ è äèôôóçèè. Ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèî-
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íàðíîé êîíöåíòðàöèè, êîãäà ëåíòà ïîãëîòèò äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâîâîäîðîäà, îíà áûñòðî îõëàæäàåòñÿ. Ïðè ýòîì ðåçêî ïàäàþò ñêîðîñòèóêàçàííûõ ïðîöåññîâ è çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî âîäîðîäà îñòàåòñÿ âëåíòå (â ÷àñòíîñòè, â ëîâóøêàõ). Â ðåæèìå âàêóóìèðîâàíèÿ êàìåðûëåíòà ÷åðåç îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ñíîâà íàãðåâàåòñÿ.Çàêîí íàãðåâà ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ â äîñòàòî÷íî øèðîêèõ ïðåäåëàõ.Ñ ïîìîùüþ ìàññ-ñïåêòðîìåòðà èçìåðÿåòñÿ äàâëåíèå ìîëåêóëÿðíîãîâîäîðîäà â âàêóóìíîé êàìåðå, îáóñëîâëåííîå äåñîðáöèîííûì ïîòîêîìñ ïîâåðõíîñòè ( ïëîòíîñòü ýòîãî ïîòîêà îáîçíà÷èì ÷åðåç J(t) ):

p(t) = �1
tZ

0 J(�) exp(� � t�0 )d�; (6)
J(t) = b(t)q2(t) = b(t)g�2(t)c2̀(t): (7)

Çäåñü è äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé b(t) = b(T (t)), g(t) = g(T (t)),D(t) = D(T (t)), ai(t) = ai(T (t)), s(t) = s(T (t)).Äëÿ ìåòîäà ÒÄÑ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè:
p(t) = p0(t) = p`(t); q(t) = q0(t) = q`(t);

c0(t) = c`(t); D(t) @c@x (t; 0) = �D(t) @c@x (x; `); (8)
�c(x) = �c(`� x); �z(x) = �z(`� x):

Êîíñòàíòà �1 çàâèñèò îò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ëåíòû S (�1 = S�2); �0 è�2 îïðåäåëÿþòñÿ êîíêðåòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ýêñïåðèìåíòàëüíîéóñòàíîâêè, â ÷àñòíîñòè, îáúåìîì êàìåðû è ñêîðîñòüþ îòêà÷êè âàêóóì-íîé ñèñòåìû. Âûáîð ìîäåëè èçìåðåíèé (6) îáóñëîâëåí îïûòîì: âïðûñêïîðöèè âîäîðîäà â êàìåðó (�-èìïóëüñ) ïðèâîäèò ê ðåçêîìó ñêà÷êó äàâ-ëåíèÿ ñ ïîñëåäóþùèì ýêñïîíåíöèàëüíûì çàòóõàíèåì. Óðàâíåíèå (6)ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå êëàññè÷åñêèì â òåîðèè èçìåðåíèé.Ñïåöèôèêó çàäà÷è îòðàæàåò (7).Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, îïðåäåëÿåìûé ïîâòîðíûì íàãðåâîì,
c(0; x) = �c; z(0; x) = �z; x 2 [0; `]; (9)

ãäå êîíñòàíòû �c; �z, âîîáùå ãîâîðÿ, àïðèîðè íåèçâåñòíû. Âðåìÿ îêîí-÷àíèÿ ýêñïåðèìåíòà îïðåäåëèì óñëîâèåì p(t) � 0; t � t�; ò. å.
c(t�; x) = z(t�; x) = 0; x 2 [0; `]: (10)
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Ïåðåïàä òåìïåðàòóð T (t�) � T (0) äîëæåí áûòü ïðè ýòîì äîñòàòî÷íîâåëèê. Îòìåòèì, ÷òî êàêîé-áû ãëóáîêèé âàêóóì íè ñîçäàâàëñÿ, íà-ëè÷èå äàâëåíèÿ è âçàèìîäåéñòâèå âîäîðîäà ñ ëîâóøêàìè ïðèâîäÿò êòîìó, ÷òî êàêàÿ-òî åãî ÷àñòü íåèçáåæíî îñòàíåòñÿ â îáðàçöå äàæå ïðèî÷åíü áîëüøîì t�. Ýòî ñëåäóåò è èç ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé (1),(2). Ïî-ýòîìó óñëîâèå (10) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì è îçíà÷àåò ëèøü, ÷òî îò-íîñèòåëüíî íè÷òîæíîé ÷àñòüþ âîäîðîäà ìû ïðåíåáðåãàåì. Ïîäîáíûåçàìå÷àíèÿ â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü.

2.2. Ìåòîä ïðîíèöàåìîñòè
Ñ âõîäíîé ñòîðîíû ïðåäâàðèòåëüíî îáåçâîäîðîæåííîé è íàãðåòîéäî ôèêñèðîâàííîé òåìïåðàòóðû �T ìåìáðàíû (ïåðåãîðîäêè âàêóóì-íîé êàìåðû) ñêà÷êîîáðàçíî ñîçäàåòñÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîå ïîñòîÿííîåäàâëåíèå ãàçîîáðàçíîãî âîäîðîäà �p0. Ñ âûõîäíîé ñòîðîíû â ðåæèìåïîñòîÿííîé îòêà÷êè âîäîðîäà èçìåðÿåòñÿ äàâëåíèå ñîãëàñíî ìîäåëè(6), (7), ãäå ñëåäóåò çàìåíèòü p; q íà p`; q`: Óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè(8) îòñóòñòâóþò.Íà÷àëüíûå äàííûå ñ÷èòàåì íóëåâûìè:

c(0; x) = �c(x) = 0; z(0; x) = �z(x) = 0; x 2 [0; `]: (11)
Âðåìÿ îêîí÷àíèÿ ýêñïåðèìåíòà îïðåäåëèì âðåìåíåì óñòàíîâëåíèÿ âû-õîäíûõ äàâëåíèÿ è ïîòîêà: p`(t) =const, J(t) =const, t � t�.Â ìåòîäå ïðîíèöàåìîñòè íåöåëåñîîáðàçíî âàðüèðîâàòü òåìïåðàòó-ðó ìåìáðàíû âî âðåìåíè, òàê êàê ïðè ýòîì ñóùåñòâåííû èñêàæåíèÿ,âûçâàííûå ïîãëîùåíèåì è âûäåëåíèåì âîäîðîäà ñîïðèêàñàþùèìèñÿñ ìåìáðàíîé ñòåíêàìè êàìåðû. Äëÿ îöåíèâàíèÿ âñåõ èíòåðåñóþùèõïàðàìåòðîâ íåîáõîäèìî íåñêîëüêî ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðàçëè÷íûìè òåì-ïåðàòóðàìè �T .

� 3. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòèðåøåíèé óðàâíåíèé ìîäåëè
Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (2) ñèñòåìà (1), (2)ïðåîáðàçóåòñÿ â èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìèïðîèçâîäíûìè. Íà ãðàíèöå, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (6), (7), ïîëó÷àåìäèíàìè÷åñêèå óñëîâèÿ: íåëèíåéíûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-íåíèÿ ñî ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè äèôôóçèîííûå ïîòîêèê ïîâåðõíîñòè ìåìáðàíû. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü òàêîé ìîäåëè íå ÿâëÿ-åòñÿ î÷åâèäíîé.



50 Þ. Â. Çàèêà
Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëü (1)-(5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áåçîòíîñèòåëü-íî ê èçìåðåíèÿì (6), (7) èëè äðóãèì ýêñïåðèìåíòàëüíûì ìåòîäàì,ñ÷èòàÿ p0(t); p`(t) çàäàííûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Âñå ïîñëåäóþùèåâûêëàäêè ëèøü óïðîñòÿòñÿ. Ó÷åò òîãî, ÷òî p0(t) è(èëè) p`(t) ìîãóòñîäåðæàòü îáðàòíóþ ñâÿçü (â ÷àñòíîñòè, â ñìûñëå (6), (7)), ëèøü äåëà-åò çàäà÷ó áîëåå ñîäåðæàòåëüíîé. Ïîýòîìó ñðàçó áóäåì ðàññìàòðèâàòüïîëíóþ ìîäåëü, ò. å. ñ ó÷åòîì "ýêñïåðèìåíòàëüíîãî âìåøàòåëüñòâà"â(1)-(5).Îñòàíîâèìñÿ âíà÷àëå íà ìåòîäå òåðìîäåñîðáöèîííîé ñïåêòðîìåò-ðèè (ÒÄÑ).Òåìïåðàòóðó T (t) áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîéíà ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå âðåìåíè [0; t�] è îãðàíè÷åííîé: 0 < T� �T (t) � T+. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ îò òåìïåðàòóðû T (t) äëÿîïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëàãàåì àððåíèóñîâñêîé, õîòÿ â äàëüíåéøåì äî-ñòàòî÷íî ëèøü ñâîéñòâ ãëàäêîñòè, ìîíîòîííîñòè ñ ðîñòîì T , ïîëîæè-òåëüíîñòè è îòäåëåííîñòè îò íóëÿ â äèàïàçîíå [T�; T+] êàê èìåþùèõôèçè÷åñêèé ñìûñë.Íà÷àëüíûå êîíöåíòðàöèè ïîñòîÿííû:

c(o; x) = �c; z(0; x) = �z; x 2 [0; `]:
Äàëåå äîñòàòî÷íî ëèøü óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè �c(x) = �c(`�x); �z(x) =�z(`� x):Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ïîëó÷åííîé êðàåâîé çàäà÷è â êîìïàêòíîéôîðìå.Ïðîèíòåãðèðóåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå (2):
z(t; x) = exp(�Z t

0 a2(s)ds)�z +
Z t
0 exp(Z �

t a2(s)ds)a1(�)c(�; x)d�; (12)
(t; x) 2 Qt� = (0; t�)� (0; `):

Çàìå÷àíèå. Ýòà îïåðàöèÿ ïîêà ïðîäåëàíà ôîðìàëüíî - àíàëèòè÷å-ñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèè c(t; x) óòî÷íåíû íèæå. Èçëîæåíèå áóäåì âå-ñòè â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé, ñëåäóÿ â òåðìèíîëîãèè â îñ-íîâíîì êíèãå [9]. Äîêàæåì, ÷òî c(t; x) 2 H1;2(Qt�), ò. å. ôóíêöèÿc(t; x) 2 L2(Qt�) èìååò îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå
@c@t (t; x); @c@x (t; x); @2c@x2 (t; x) 2 L2(Qt�):



Ìîäåëü äèôôóçèè ñ îáðàòèìûì çàõâàòîì 51
Òîãäà äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x 2 (0; `) îïðåäåëåí ñëåä c(�; x) 2L2(0; t�) è ôóíêöèÿ z(t; x) 2 H1;2(Qt�) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (12) âîáëàñòè Qt� êîððåêòíî.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (12) â (1) âìåñòî ñèñòåìû (1), (2) â îáëàñòè Qt�ïîëó÷àåì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

@c@t = D(t) @2c@x2 � a1(t)c+ a2(t) exp(�
Z t
0 a2(s)ds)�z+

+a2(t)
Z t
0 exp(Z �

t a2(s)ds)a1(�)c(�; x)d�; (13)

(t; x) 2 Qt� = (0; t�)� (0; `);
D(t) = D(T (t)); ai(t) = ai(T (t)):

Êðàåâûå óñëîâèÿ:
c(0; x) = �c; x 2 [0; `]; (14)

c0(t) = c`(t) = g(t)q(t); @c@x (t; 0) = � @c@x (t; `); (15)
ddtq(t) = �s(t)�1

Z t
0 exp(� � t�0 )b(�)q2(�)d��

�b(t)q2(t) +D(t) @c@x (t; 0); t 2 [0; t�]; (16)
g(T (0))q(0) = �c: (17)

Ñîîòíîøåíèÿ (15) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ñèììåòðè÷íîñòè ìåòîäàÒÄÑ â ñìûñëå (8), (16) ïîëó÷åíî ïîäñòàíîâêîé (6), (7) â (5), à (17)ñîãëàñóåò íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Çäåñü ìû òàêæå âîñïîëü-çîâàëèñü îáîçíà÷åíèÿìè s(t) = s(T (t)), g(t) = g(T (t)), b(t) = b(T (t)).Óòî÷íèì, â êàêîì êëàññå ôóíêöèé èùåòñÿ ðåøåíèå è â êàêîì ñìûñ-ëå îíî óäîâëåòâîðÿåò (13)-(17). Ïî àíàëîãèè ñ [9] äàäèì â òåðìèíàõîáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 1 Ðåøåíèåì ï.â. (ïî÷òè âñþäó) ïîñòàâëåííîé êðàå-
âîé çàäà÷è íàçîâåì ôóíêöèþ c(t; x) 2 H1;2(Qt�), óäîâëåòâîðÿþùóþ
óðàâíåíèþ (13) ïðè ïî÷òè âñåõ (t; x) 2 Qt� è ñîãëàñîâàííûì ñèììåò-
ðè÷íûì íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì â ñìûñëå òåîðèè ñëåäîâ
(ò.å. ñëåäû

c(�; 0) 2 L2(0; `); c0(�) = c(�; 0); c`(�) = c(�; `);
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@c@x (�; 0); @c@x (�; `) 2 L2(0; t�)

ïîä÷èíåíû (14)-(16) äëÿ ïî÷òè âñåõ x 2 [0; `], t 2 [0; t�] ñîîòâåò-
ñòâåííî). Ïðè ôèêñèðîâàííîé @c=@x(�; 0) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè q(0) =q�1(T (0))�c ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Êàðàòåîäîðè.

Îïèøåì ïîêà â îáùèõ ÷åðòàõ "ïóòü", ïðèâîäÿùèé ê ðåøåíèþ óðàâíå-íèé (13)-(17). Ôèêñèðóåì äëÿ óðàâíåíèÿ (13) ñèììåòðè÷íûå íà÷àëü-íûå äàííûå (14) (c(0; x) = c(0; ` � x)) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâî-ãî ðîäà c0(t) = c`(t) 2 H1(0; t�). Ýòè êðàåâûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå ï. â. c(t; x) = c(t; ` � x) 2 H1;2(Qt�), äëÿ êî-òîðîãî @c=@x(t; 0) = �@c=@x(t; `) ï.â. â (0; t�) (ñì. íèæå ñëåäñòâèå 1èç òåîðåìû 1). Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ âðåìåíè @c=@x(�; 0) 2 L2(0; t�) âèíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (16), êîòîðîå ââåäåíèåì äîïîë-íèòåëüíîé ïåðåìåííîé ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå äâóõ îáûêíîâåííûõ äèô-ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðåøåíèåq(t) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (17) îïðåäåëåíî íà [0; t�]. Åñëè òåïåðüáóäåò âûïîëíåíî îñòàâøååñÿ ïåðâîå óñëîâèå â (15) c0(t) = g(t)q(t),òî ìîäåëü áóäåì ñ÷èòàòü îáîñíîâàííîé. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîäîêàçàòü, ÷òî íà íåêîòîðîì îòðåçêå âðåìåíè [0; t�] ìîæíî ïðîäåëàòü"çàìêíóòûé êðóã"è âåðíóòüñÿ ê èñõîäíûì c0(t); c`(t). Èç ôèçè÷åñêèõñîîáðàæåíèé íåîáõîäèìà åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ.Ïóñòü ðåøåíèå ï. â. ñóùåñòâóåò. Óêàæåì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ.Ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü Qt� óäîâëåòâîðÿåò ñèëüíîìó óñëîâèþ `-ðîãà [12], ïîýòîìó ýëåìåíòûH1;2(Qt�) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû â Qt� èïðîäîëæàþòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè íà çàìûêàíèå �Qt� . Ñëåäû c(t; �); c(�; x)ìîæíî ïîíèìàòü â îáû÷íîì ñìûñëå � êàê íåïðåðûâíûå ôóíêöèèc(t; x) ïðè ôèêñèðîâàííûõ t 2 [0; t�] èëè x 2 [0; `].Ïîñêîëüêó @c=@x(�; 0) 2 L2(0; t�), òî ðåøåíèå q(t) óðàâíåíèÿ (16)ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H1(0; t�), ò.å. ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðå-ðûâíîé ôóíêöèåé íà [0; t�], ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïî÷òèâñþäó (â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå) è ïðèíàäëåæèò L2(0; t�). Â ñèëó (15) èc0(t); c`(t) 2 H1(0; t�). Êðîìå òîãî, êàê ñëåäóåò èç [8], c(t; �) 2 H1(0; `)äëÿ ëþáîãî t 2 [0; t�], ïðè÷åì c(t; �) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t â íîðìåH1(0; `).Ñ ðîñòîì ãëàäêîñòè óñëîâèé çàäà÷è áóäåò ðàñòè è ãëàäêîñòü ðå-øåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå àððåíèóñîâñêîé çàâèñèìîñòè êîýôôè-öèåíòîâ ìîäåëè îò òåìïåðàòóðû ïðè ëèíåéíîì íàãðåâå T (t) = T0 +kt 2 [T�; T+] (íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå) ðåøåíèå ï.â.
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c(t; x) áóäåò áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûì â ëþáîé ñòðîãî âíóòðåí-íåé ïîäîáëàñòè Q, �Q 2 Qt� .Áëèæàéøàÿ öåëü � äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðå-øåíèÿ ï. â. ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì t�. Âîïðîñ î ïðîäîëæèìîñòè ðåøå-íèé òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî èçó÷åíèÿ.Äîêàæåì âíà÷àëå îäíî âñïîìîãàòåëüíîå îáùåå óòâåðæäåíèå.Ðàññìîòðèì â îáëàñòè Qt� = (0; t�)� (o; `) óðàâíåíèå

@c@t = D(t) @2c@x2 � a1(t)c+
Z t
0 H(t; �)c(�; x)d� + h(t; x); (18)

H(t; �) 2 C([0; t�]� [0; t�]); h(t; x) 2 L2(Qt�):
Çàäàäèì ñîãëàñîâàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà:

c(0; x) = '(x) 2 H1(0; `); c(t; 0) = c0(t); c(t; `) = c`(t);
c0(t); c`(t) 2 H1(0; t�); c0(0) = '(0); c`(0) = '(`): (19)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè c(t; x) 2 H1;2(Qt�) îïðåäåëåíû ñëå-äû c(0; �) 2 L2(0; `) è c(�; 0); c(�; `) 2 L2(0; t�) (ñì.[9]). Ïîä ðåøåíè-åì ï. â. çàäà÷è (18), (19) ïîíèìàåì òàêóþ c(t; x) 2 H1;2(Qt�), êî-òîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò (18) ï. â. â Qt� , à óêàçàííûå ñëåäû ïðèíàäëå-æàò H1(0; `); H1(0; t�) ñîîòâåòñòâåííî è ïîä÷èíåíû (19) äëÿ çàäàííûõ'(x); c0(t); c`(t):
Òåîðåìà 1. Ðåøåíèå ï. â. êðàåâîé çàäà÷è (18), (19) ñóùåñòâóåò, åäèí-ñòâåííî è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

kckH1;2(Qt� ) � A(k'kH1(0;`) + khkL2(Qt� )++kc0kH1(0;t�) + kc`kH1(0;t�)); (20)
â êîòîðîì êîíñòàíòà A > 0 íå çàâèñèò îò '; h; c0; c`.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ u(t; x):

c(t; x) = exp(� Z t
0 a1(�)d�)u(t; x) + 1̀(xc`(t)� (x� `)c0(t)); (21)

@u@t = D(t)@2u@x2 + Z t
0 H(t; �)u(�; x)d� + ~h(t; x); (22)
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~h(t; x) = exp(Z t

0 a1(�)d�)fh(t; x) + 1̀ Z t
0 H(t; �)(xc`(�)�

(x� `)c0(�))d� � 1̀ (x _c`(t)� (x� `) _c0(t))� a1̀ (xc`(t)� (x� `)c0(t))g:
Ïîñëå ìîíîòîííîé çàìåíû âðåìåíè t$ s,

s = Z t
0 D(�)d�; _s(t) = D(t) > 0; (23)

äëÿ ôóíêöèè v(s; x) = u(t(s); x) ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó â îáëàñòèQs� = (0; s�)� (0; `); s� = s(t�) :
@v@s = @2v@x2 + Z s

0 (s; �)v(�; x)d� + r(s; x); (24)
R(s; �) 2 C([0; s�]� [0; s�]);

r(s; x) = D�1(t(s))~h(t(s); x) 2 L2(Qs�);
v(0; x) = '(x)� 1̀ (xc`(0)� (x� `)c0(0)) = ~'(x) 2 �H1(0; `);

v(s; 0) = v(s; `) = 0; s 2 [0; s�]:
Ðàññìîòðèì òåïåðü èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó

v(0)(s; x) = 0; (s; x) 2 Qs� ;
@v(k)@s = @2v(k)@x2 + f (k)(s; x); k � 1; (25)

f (k)(s; x) = Z s
0 R(s; �)v(k�1)(�; x)d� + r(s; x);

v(k)(0; x) = ~'(x) 2 �H1(0; `);
v(k)(s; 0) = v(k)(x; `) = 0; s 2 [0; s�]:

Ïî òåîðåìå 4[9] äëÿ êàæäîãî k � 1 ïðè ôèêñèðîâàííîé v(k�1)(s; x)ðåøåíèå ï.â. v(k)(s; x) 2 H1;2(Qs�) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è
kv(k)kH1;2(Qs� ) � A1(k ~'kH1(0;`) + kf (k)kL2(Qs� )); (26)

ãäå êîíñòàíòà A1 íå çàâèñèò îò ~'; f (k).
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Â îöåíêå (26) ìîìåíò âðåìåíè s� ìîæíî çàìåíèòü íà ëþáîé s0 2(0; s�), íå èçìåíÿÿ ïðè ýòîì êîíñòàíòó A1. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì

f (k)0 = f (k); s 2 (0; s0); f (k)0 = 0; s 2 (s0; s�):
Ñîîòâåòñòâóþùåå f (k)0 ðåøåíèå v(k)0 áóäåò ñîâïàäàòü ñ v(k) â Qs0 =(0; s0)� (0; `) êàê ýëåìåíò H1;2(Qs0) � äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îäíî-ðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ v(k)0 �v(k) â îáëàñòè Qs0 è âîñïîëüçîâàòüñÿîöåíêîé òèïà (26). Ñëåäîâàòåëüíî,

kv(k)kH1;2(Qs0 ) = kv(k)0 kH1;2(Qs0 ) � kv(k)0 kH1;2(Qs� ) �
� A1(k ~'kH1(0;`) + kf (k)0 kL2(Qs� ) =

= A1(k ~'kH1(0;`) + kf (k)kL2(Qs0 )) 8s0 2 (0; s�]:
(27)

Äàëåå, äëÿ w(1) = v(1), w(k+1) = v(k+1) � v(k), k � 1, ïîëó÷àåì
@w(k+1)
@s = @2w(k+1)

@x2 + g(k+1)(s; x); (s; x) 2 Qs� ;
g(k+1)(s; x) = Z s

0 R(s; �)w(k)(�; x)d�;
w(k+1)(0; x) = 0; x 2 [0; `];

w(k+1)(s; 0) = w(k+1)(s; `) = 0; s 2 [0; s�];
îòêóäà â ñèëó (27)

kw(k+1)k2H1;2(Qs) � A21kg(k+1)k2L2(Qs) =
= A21

Z `
0
Z s
0 (Z t1

0 R(t1; �)w(k)(�; x)d�)2dt1dx �
� A21

Z `
0
Z s
0 t1

Z t1
0 R2(t1; �)w(k)2(�; x)d�dt1dx �

� A21 �R2 Z s
0 t1kw(k)k2L2(Qt1 )dt1 �

� A22
Z s
0 t1kw(k)k2H1;2(Qt1 )dt1 8s 2 (0; s�];

(28)
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A2 = A1 �R; �R = max jR(s; �)j; s; � 2 [0; s�]:

Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé ìíîãîêðàòíî:
kw(k+1)k2H1;2(Qs� ) � A22

Z s�
0 t1kw(k)k2H1;2(Qt1 )dt1 �

� A42
Z s�
0 t1

Z t1
0 t2kw(k�1)k2H1;2(Qt2 )dt2dt1 � : : : �

� A2k2
Z s�
0 t1

Z t1
0 : : : tk�1

Z tk�1
0 tkkw(1)k2H1;2(Qtk )dtk : : : dt1 �

� A2k2 kw(1)k2H1;2(Qs� )
Z s�
0 t1

Z t1
0 : : : tk�1

Z tk�1
0 tkdtk : : : dt1 =

= A23A2k2 s2k� (2kk!)�1; k � 1;

(29)

A3 = kw(1)kH1;2(Qs� ) = kv(1)kH1;2(Qs� ):
Ýëåìåíòû v(k) 2 H1;2(Qs�); k � 1, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóììà-ìè ðÿäà w(1) + w(2) + w(3) + : : :, êîòîðûé ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ÷èñëîâûì (äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèçíàêîì Äàëàìáåðà):

kw(1)kH1;2(Qs� ) + : : :+ kw(k+1)kH1;2(Qs� ) + : : : �
� A3 + : : :+A3Ak2sk�(2kk!)�1=2 + : : : = A3A4:

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v(k) ñõîäèòñÿ ê v 2 H1;2(Qs�), ïðè÷åì
v(0)(s; x) = 0) f (1)(s; x) = r(s; x))

) A3 = kv(1)kH1;2(Qs� ) � A1(k ~'kH1(0;`) + krkL2(Qs� )))
) kvkH1;2(Qs� ) � A3A4 �

� A1A4(k ~'kH1(0;`) + krkL2(Qs� )):
(30)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k ! +1 â (25) çàêëþ÷àåì, ÷òî v(s; x) 2H1;2(Qs�) � ðåøåíèå ï. â. êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (24).Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åùå îäíî ðåøåíèå ~v(s; x), òîäëÿ v(s; x)� ~v(s; x) ïîëó÷àåì îäíîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (r(s; x) = 0,~'(x) = 0): Èç îöåíêè (30) ñëåäóåò v(s; x) = ~v(s; x) â H1;2(Qs�). Çàìåíû
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ïåðåìåííûõ (21), (23) ãàðàíòèðóþò âêëþ÷åíèå c(t; x) 2 H1;2(Qs�). Òà-êèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ï. â. êðàåâîéçàäà÷è äëÿ (24), à çíà÷èò, è çàäà÷è (18), (19), äîêàçàíû.Îñòàëîñü äîêàçàòü îöåíêó (20). Âîçâðàùàÿñü ê âðåìåíè t, èç (30)ïîëó÷àåì:

kukH1;2(Qt� ) � A5(k ~'kH1(0;`) + k~hkL2(Qt� )):
Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü îïðåäåëåíèÿìè ôóíêöèè ~h(t; x) â (22) è íà÷àëü-íûõ äàííûõ ~'(x) äëÿ óðàâíåíèÿ (24):

k ~'kH1(0;`) � k'kH1(0;`) + (3̀ + 1̀)1=2(c`(0) + c0(0)) �
� k'kH1(0;`) +A6(kc`kH1(0;t�) + kc0kH1(0;t�))

(çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H1(0; t�) âëîæåíî âC[0; t�], ò. å. k � kC � A7k � kH1),
k~hkL2(Qt� ) � A8(khkL2(Qt� ) + kc0kH1(0;t�) + kc`kH1(0;t�)):

Òîãäà kukH1;2(Qt� ) � A9(k'kH1(0;`)+
+khkL2(Qt� ) + kc0kH1(0;t�) + kc`kH1(0;t�))

è ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (20) òåïåðü ñëåäóåò èç (21).Òåîðåìà äîêàçàíà. 2
Ïðè c0(t) = c`(t), '(x) = �c äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 íåñêîëüêîóïðîùàåòñÿ � âûðàæåíèÿ (xc`(t)�(x�`)c0(t))=`, (x _c`(t)�(x�`) _c0(t))=`ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî c0(t), _c0(t), à ~'(x) = 0.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü óñëîâèÿ êðàåâîé çàäà÷è (18), (19) ñèììåòðè÷íû:
'(x) = '(`� x); x 2 [0; `]; c0(t) = c`(t); t 2 [0; t�];

h(t; x) = h(t; `� x)ï. â. â Qt� :
Òîãäà c(t; x) = c(t; `�x) â Qt� , @c=@x(t; 0) = �@c=@x(t; `) ï. â. â (0; t�):

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè ~c(t; x) = c(t; ` � x) ïîëó÷àåì òó æåêðàåâóþ çàäà÷ó (18), (19), ÷òî è äëÿ c(t; x). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòèðåøåíèé ~c(t; x) = c(t; x) â H1;2(Qt�), ò. å. ~c(t; x) = c(t; x) 8 (t; x) 2 Qt� :
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Ðàâíûå â H1;2(Qt�) ýëåìåíòû îïðåäåëÿþò ðàâíûå â L2(0; t�) ñëåäû@c=@x(t; 0) è @~c=@x(t; 0) = �@c=@x(t; `):
Ñëåäñòâèå. Ôóíêöèÿ z(t; x) 2 H1;2(Qt�), îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé(12), èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî t è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-íèþ (2).

Èíûìè ñëîâàìè, â êëàññå ðåøåíèé èç H1;2(Qt�) ñèñòåìà (1), (2)äåéñòâèòåëüíî ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ (13). Ïðè ýòîì z(t; x) ïðî-äîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè íà çàìûêàíèå �Qt� è ñëåäû z(t; �), z(�; x)ìîæíî ïîíèìàòü êàê ôóíêöèè z(t; x) ïðè ôèêñèðîâàííûõ t 2 [0; t�]èëè x 2 [0; `]. Áîëåå òîãî, åñëè ïîäñòàâèòü â (24) ðåøåíèå v(s; x) 2H1;2(Qs�) è ñ÷èòàòü èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå óæå èçâåñòíîé ôóíêöèåéèç L2(Qs�); òî èç òåîðåìû 2.1[8,ñ.158] â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ïîëó-÷àåì c(t; �), z(t; �) 2 H1(0; `) 8t 2 [0; t�]. Çàâèñèìîñòü ïî t çäåñü íåïðå-ðûâíàÿ â íîðìå H1(0; `).
Ñëåäñòâèå. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (18) êàê îáùèé âèä ñåìåéñòâàóðàâíåíèé (13) ïðè T (�) 2 C1[0; t�], T (t) 2 [T�; T+], T� > 0, ñ ïðî-èçâîëüíîé ôóíêöèåé  2 L2(0; `) âìåñòî �z (ïîñòîÿííîå íà÷àëüíîå ðàñ-ïðåäåëåíèå  (x) = �z � ÷àñòíûé ñëó÷àé) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (19).Òîãäà â îãîâîðåííîì êëàññå òåìïåðàòóðíûõ çàâèñèìîñòåé êîýôôèöè-åíòîâ ìîäåëè ñïðàâåäëèâà îöåíêà

kckH1;2(Qt� ) � A(k'kH1(0;`)+
+k kL2(0;`) + kc0kH1(0;t�) + kc`kH1(0;t�)); (31)

ãäå êîíñòàíòà A íå çàâèñèò íå òîëüêî îò '; ; c0; c`, íî è îò äîïóñòèìîéðåàëèçàöèè T (�).
Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëèì �s� óñëîâèåìZ t�

0 D(T (�))d� � �s� 8T (�):
Íàïðèìåð, �s� = D(T+)t�. Èç óðàâíåíèÿ (25) â Q�s� , ïîëàãàÿ f (k) ïðî-èçâîëüíîé èç L2(Q�s�) è v(k)(s; 0) = v(k)(s; `) = 0, s 2 [0; �s�], ïîëó-÷èì ñîãëàñíî [9] îöåíêó âèäà (26) äëÿ s� = �s� ñ íåçàâèñÿùåé îò T (�)êîíñòàíòîé A1 ( "êîýôôèöèåíò äèôôóçèè"â (25) ðàâåí åäèíèöå). Âñèëó (27) òàêîé îöåíêîé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ è ïðè s� < �s� íåçàâè-ñèìî îò äîïóñòèìîé ðåàëèçàöèè T (�). Äàëåå, â (28) íîðìà kRkC ðàâ-íîìåðíî îãðàíè÷åíà ïî T (�) è ìîæíî âûáðàòü A2 6= A2(T (�)), A4 6=
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A4(T (�)), A5 6= A5(T (�)). Èç àíîëîãè÷íûõ ñîîáðàæåíèé îïðåäåëèìA8 6= A8(T (�)). Êîíñòàíòà A7 (A6) çàâèñèò îò t�, íî íå îò T (�). Äëÿ âû-âîäà (31) îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ êîíêðåòíûì âèäîì ôóíêöèè h(t; x)â (13).

Åñëè  (x) 2 L2(0; `) ïîäñòàâèòü âìåñòî �z è â (12), òî @z=@t 2L2(Qt�) è óðàâíåíèå (2) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ï. â. Ãëàäêîñòü c(t; x), z(t; x),åñòåñòâåííî, çàâèñèò îò ãëàäêîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ '(x),  (x).
Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å (13)-(17), ïîëàãàÿ ðåàëèçàöèþ T (�) íà[0; t�] ôèêñèðîâàííîé (ïðîèçâîëüíîé äîïóñòèìîé). Ðàññìîòðèì óðàâ-íåíèå (13) ñ ñèììåòðè÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

c(0; x) = �c; c0(t) = c`(t) 2 H1(0; t�); c0(0) = c`(0) = �c:
Ïîñêîëüêó âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäñòâèÿ 1, òî íåîáõîäèìîâàðüèðîâàíèåì c0(t) äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ îñòàâøåãîñÿ äèíàìè÷åñêî-ãî óñëîâèÿ (16):

ddt (g�1(t)c0(t)) = �b(t)g�2(t)c20(t) +D(t) @c@x (t; 0)+
+�s(t)�1

Z t
0 exp(� � t=�0)b(�)g�2(�)c20(�)d�; c0(0) = �c:

Îáîçíà÷èâ w(t) = R t0 b(�)g�2(�)c20(�) exp(�=�0)d�; ïåðåïèøåì óðàâíå-íèå â ôîðìå ñèñòåìû
_c0(t) = g�1(t) _g(t)c0(t)� b(t)g�1(t)c20(t)+

+D(t)g(t) @c@x (t; 0) + g(t)�s(t)�1 exp(�t=�0)w(t);
_w(t) = b(t)g�2(t) exp(t=�0)c20(t); c0(0) = �c; w(0) = 0:

(32)

Ïåðåéäåì ê áîëåå îáùåìó ðàññìîòðåíèþ. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ñëåä-ñòâèÿ 1 î ñèììåòðè÷íîñòè êðàåâîé çàäà÷è (18), (19) îïðåäåëèì ïðèôèêñèðîâàííûõ h(t; x) 2 L2(Qt�), '(x) 2 H1(0; `) (h(t; x) = h(t; ` � x)
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ï. â., '(x) = '(`� x), c0(t) = c`(t)) îïåðàòîðû

F (c0) : 
 � H1(0; t�)! H1;2(Qt�);F (c0)(t; x) = c(t; x);

 = fc0 2 H1(0; t�)jc0(0) = '(0)g;
G(u) : H1;2(Qt�)! L2(0; t�);

G(u)(t) = @u@x (t; 0) :::
(33)

Çäåñü c(t; x) � ðåøåíèå ï. â. çàäà÷è (18), (19).Ïî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó ñëåäîâ ôóíêöèé èç H1;2(Qt�) [9] îïåðàòîðG ëèíååí è íåïðåðûâåí:
kG(u)kL2(0;t�) � A0kukH1;2(Qt� ); A0 6= A0(u):

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (20) äëÿ îïåðàòîðà GF : 
! L2(0; t�) ñïðà-âåäëèâà îöåíêà
kGF (c0)kL2(0;t�) � A1khkL2(Qt� ) +A2k'kH1(0;`) +A3kc0kH1(0;t�); (34)

ãäå êîíñòàíòû Ai (îòëè÷íûå îò Ai â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1) íåçàâèñÿò îò h, ', c0. Èç äàëüíåéøåãî ñòàíåò ÿñíî, ÷òî A3 öåëåñîîáðàçíîâûáðàòü, ïî âîçìîæíîñòè, ìèíèìàëüíîé.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî c0 è ' íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè (c0(0) = '(0)),îïåðàòîðû F;GF , âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíû � èõ ìíîæåñòâî îïðåäå-ëåíèÿ 
 íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðè '(0) 6= 0. Çíà÷åíèÿ F;GF îïðåäå-ëÿþòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ ñèììåòðè÷íûõ h; ' â (18), (19), àðãóìåí-òîì ÿâëÿåòñÿ c0 2 
 = 
(') (â (19) c`(t) = c0(t)).Ñèñòåìà (32) èìååò ñëåäóþùèé îáùèé âèä:
_c0(t) = f1(t; c0(t); w(t)) + L(c0(�))(t);

_w(t) = f2(t; c0(t)); c0(0) = '(0); w(0) = 0; (35)
ãäå L(c0(�))(t) = g(t)D(t)GF (c0(�))(t): Îáîçíà÷åíèå c0(�) îòòåíÿåò òîòôàêò, ÷òî ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ L(c0(�))(t0) ï. â. â [0; t�] îïðåäåëÿþòñÿ ñó÷åòîì âñåõ çíà÷åíèé ôóíêöèè c0 : [0; t�]! R1. Òî÷íåå, êàê íåòðóäíîçàìåòèòü, èñïîëüçóþòñÿ c0(t), t 2 [0; t0], ò. å. (35) íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòå-ìîé ñ îïåðåæàþùèì àðãóìåíòîì. Îïðåäåëåííàÿ ñëîæíîñòü èññëåäî-âàíèÿ ñèñòåìû (35) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåïðåðûâíîñòü ïðàâîé
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÷àñòè ôîðìóëèðóåòñÿ ëèøü ñ ó÷åòîì ïðîèçâîäíîé _c0 (â íîðìå ïðî-ñòðàíñòâà H1), êîòîðàÿ âõîäèò è â ëåâóþ ÷àñòü. Â òåîðèè óðàâíåíèéñ ïîñëåäåéñòâèåì [10, 11] ñèñòåìû ñ ïîäîáíûìè ñâîéñòâàìè îòíîñÿòñÿê íåéòðàëüíîìó òèïó è òðåáóþò áîëåå ñëîæíîé òåõíèêè äîêàçàòåëüñòâòåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé.
Ëåììà 1. Îïåðàòîð GF ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì íà 
, ïðè÷åì â êà÷å-ñòâå êîíñòàíòû Ëèïøèöà ìîæíî âçÿòü A3 èç îöåíêè (34).
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ðàçíîñòüGF (c01)�GF (c02) = G(F (c01)�F (c02)) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåä @=@xjx=0(c1(t; x) � c2(t; x)) ðàçíîñòèäâóõ ðåøåíèé ï. â. ñèììåòðè÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ (18), (19) ñ ðàâíû-ìè h; ' è ðàçëè÷íûìè c01, c02. Ýòà ðàçíîñòü ñàìà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìï. â. (18), (19) ñ h = 0, ' = 0 c0 = c01 � c02. Óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿâûïîëíåíî (c0(0) = 0), ïîýòîìó â ñèëó (34)

kGF (c01)�GF (c02)kL2(0;t�) � A3kc01 � c02kH1(0;t�): (36)
Äëÿ îïåðàòîðà L â êà÷åñòâå êîíñòàíòû Ëèïøèöà ìîæíî âçÿòüA4 = A3max(g(t)D(t)), t 2 [0; t�]. Â êîíòåêñòå çàìå÷àíèÿ 3 âîçìîæåíâûáîð A4 íåçàâèñèìî îò T (�). 2
Â (36) ôîðìàëüíî A3 = A3(t�). Îäíàêî â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâàòåîðåì 2, 3 ïîòðåáóåòñÿ, âîçìîæíî, óìåíüøàòü t�. Íåîáõîäèìà óâå-ðåííîñòü, ÷òî ïðè t� ! 0 (ò. å. íà íåêîòîðîì îòðåçêå âðåìåíè [0; t0])ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé âèäà (36) ñ íåçàâèñÿùåé îò t� 2 (0; t0]êîíñòàíòîé Ëèïøèöà. Ñóæåíèþ c0 íà [0; ~t�], ~t� < t�, ñîîòâåòñòâóåòñóæåíèå GF (c0) íà [0; ~t�].

Ëåììà 2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî t� = t0 â 
 = 
(t0) = fc0 2 H1(0; t0)jc0(0) ='(0)g âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (36). Òîãäà
kGF (c01)�GF (c02)kL2(0;t�) � A3(1 + t20=4)kc01 � c02kH1(0;t�)8t� 2 (0; t0]; 8c0i 2 
(t�): (37)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì c0i 2 
(t�) è îïðåäåëèì ~c0i(t) = c0i(t),t 2 [0; t�], ~c0i(t) = c0i(t�); t 2 [t�; t0]. Òîãäà
~c0i 2 
(t0);

ci(t; x) = F (c0i)(t; x) = ~ci(t; x) = F (~c0i)(t; x);
(t; x) 2 Qt� = (0; t�)� (0; `);
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@ci@x (t; 0) = GF (c0i)(t) = @~ci@x (t; 0) = GF (~c0i)(t) :: (0; t�)

è â ñèëó (36) äëÿ (0; t0)
kGF (c01)�GF (c02)k2L2(0;t�) = kGF (~c01)�GF (~c02)k2L2(0;t�) �
� kGF (~c01)�GF (~c02)k2L2(0;t0) � A23k~c01 � ~c02k2H1(0;t0) =
= A23(kc01 � c02kH1(0;t�) + (c01(t�)� c02(t�))2(t0 � t�)):

Äàëåå, ïîñêîëüêó c01(0)� c02(0) = '(0)� '(0) = 0, òî
jc01(t�)� c02(t�)j = j Z t�

0 ( _c01(�)� _c02(�))d� j �
� t1=2� k _c01 � _c02kL2(0;t�) � t1=2� kc01 � c02kH1(0;t�):

Ñëåäîâàòåëüíî,
kGF (c01)�GF (c02)k2L2(0;t�) �� A23(1 + t�(t0 � t�))kc01 � c02k2H1(0;t�)

è âûïîëíÿåòñÿ (37). Ëåììà äîêàçàíà. 2
Îöåíêà (37) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáîé, åå ìîæíî óòî÷íèòü, îä-íàêî äëÿ íàøèõ öåëåé â ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè.Îáîáùàÿ ñèñòåìó (35), ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå

_x(t) = f(t; x(t)) + `(t; xt(�)); x(0) = x0 2 U; (38)
ãäå U � îáëàñòü â Rn, âåêòîð-ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è ëîêàëüíî ëèï-øèöåâà ïî x â îáëàñòè (t1; t2)� U � [0; t0]� U , xt(�) = x(�) : [0; t]! U� ñóæåíèå âåêòîð-ôóíêöèè x(�) íà îòðåçîê [0; t].Îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ` áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî:

1) `(t; �) : 
(t)! Rn; t > 0;
(t) = fy(�) 2 H1((0; t); Rn)jy(0) = x0g;2) t� 2 (0; t0] y(�) 2 
(t�) ��(�) �(t) = `(t; yt(�)) L2((0; t�); Rn);3) y(�) 7! �(�) ( t� 2 (0; t0]); ::



Ìîäåëü äèôôóçèè ñ îáðàòèìûì çàõâàòîì 63
k�1(�)� �2(�)kL2((0;t�);Rn) � Bky1(�)� y2(�)kH1((0;t�);Rn); (39)

ãäå yi(�) 2 
(t�), à êîíñòàíòà B íå çàâèñèò îò t� 2 (0; t0].Ïîä L2((0; t�); V ),H1((0; t�); V ) ïîíèìàåì ïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ôóíêöèéñî çíà÷åíèÿìè â V è êîìïîíåíòàìè èç L2(0; t�),H1(0; t�) ñîîòâåòñòâåí-íî, ky(�)k2H1 = ky(�)k2L2 + k _y(�)k2L2 ;â Rn � åâêëèäîâà íîðìà j � j.Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (38) â èíòåãðàëüíîå:
x(t) = x0 +

Z t
0 f(�; x(�))d� + Z t

0 `(�; x� (�))d�: (40)
Â îïåðàòîðíîé ôîðìå:

x(�) = x0 +�(x(�)) + �(x(�)); (41)
�(x(�))(t) = Z t

0 f(�; x(�))d�; �(x(�))(t) = Z t
0 `(�; x� (�))d�;

� : H1((0; t�); U)! H1((0; t�); Rn);
� : 
(t�)! H1((0; t�); Rn); 8t� 2 (0; t0]:

Ïîä ðåøåíèåì ï. â. óðàâíåíèÿ (38) ïîíèìàåì âåêòîð-ôóíêöèþ x(�)2 H1((0; t�); U), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò (38) ïî÷òè âñþäó íà [0; t�] èçàäàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0) = x0: Äëÿ îïåðàòîðà x0 + � +� ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé â 
(t�) \H1((0; t�); U):Êàê îáû÷íî, x0 îáîçíà÷àåò âåêòîð èëè âåêòîð-ôóíêöèþ x(t) � x0 âçàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà.Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé f = f(t).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü â (39) B < 1. Òîãäà ïðè t� < (B�2�1)1=2 ðåøåíèåï. â. íà [0; t�] óðàâíåíèÿ

_x(t) = `(t; xt(�)) + �(t); x(0) = x0 2 U = Rn; (42)
ñóùåñòâóåò â 
(t�) è åäèíñòâåííî 8�(�) 2 L2((0; t�); Rn). Îòîáðàæåíèå�(�) 2 L2 7! x(�) 2 H1 íåïðåðûâíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì çàäà÷ó â îïåðàòîðíîé ôîðìå:

x(�) = x0 + �(x(�)) + �(�); �(t) = Z t
0 �(�)d�: (43)
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Îïðåäåëèì èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó

x(k+1)(�) = x0 + �(x(k)(�)) + �(�); k � 0; x(0)(�) = x0: (44)
Òîãäà äëÿ k � 1

kx(k+1) � x(k)k2H1 = k�(x(k))� �(x(k�1))k2H1 =
= kZ t

0 (`(�; x(k)� (�))� `(�; x(k�1)� (�)))d�k2L2+
+k`(t; x(k)t (�))� `(t; x(k�1)t (�))k2L2 �� kt1=2k`(�; x(k)� (�))� `(�; x(k�1)� (�))kL2((0;t);Rn)k2L2(0;t�)+

+B2kx(k)t� � x(k�1)t� k2H1 �
� t2�k`(t; x(k)t (�))� `(t; x(k�1)t (�))k2L2 +B2kx(k) � x(k�1)k2H1 �

� B2(1 + t2�)kx(k) � x(k�1)k2H1 ;
L2 = L2((0; t�); Rn); H1 = H1((0; t�); Rn):

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t� < (B�2 � 1)1=2
kx(k+1) � x(k)kH1 � qkx(k) � x(k�1)kH1 ; q = B(1 + t2�)1=2 < 1;

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(k)(�) ñõîäèòñÿ ê x(�) 2 H1. Ïîñêîëüêó ñõî-äèìîñòü â H1 âëå÷åò ñõîäèìîñòü â C([0; t�]; Rn) è x(k)(0) = x0, òîx(0) = x0 è x(�) 2 
(t�). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (44), çàêëþ÷àåì, ÷òîx(�) � èñêîìîå ðåøåíèå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãîå ðåøåíèå y(�) 2 
(t�) Òîãäà
kx(�)� y(�)kH1 = k�(x(�)� �(y(�))kH1 � qkx(�)� y(�)kH1 ;

îòêóäà x(�) = y(�) è åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.Ïóñòü òåïåðü x1(�), x2(�) � ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè ðàçëè÷íûõ �1(�),�2(�): xi(�) = x0 + �(xi(�)) + �i: Èç îöåíîê
kx1(�)� x2(�)kH1 � k�(x1(�))� �(x2(�))kH1 + k�1(�)� �2(�)kH1 �

� qkx1(�)� x2(�)kH1 + k�1(�)� �2(�)kL2 + k
Z t
0 (�1(�)� �2(�))d�kL2 �

� qkx1(�)� x2(�)kH1 + k�1(�)� �2(�)kL2+
+kt1=2k�1(�)� �2(�)kL2((0;t);Rn)kL2(0;t�) �� qkx1(�)� x2(�)kH1 + (1 + t�)k�1(�)� �2(�)kL2
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ïîëó÷àåì

kx1(�)� x2(�)kH1 � 1 + t�1� q k�1(�)� �2(�)kL2 : (45)
Ïîñëåäíåå âëå÷åò íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü x(�) îò �(�):Òåîðåìà äîêàçàíà. 2
Ñëåäñòâèå. Ïðè t� < (B�2 � 1)1=2 îïåðàòîð (I � �) : 
(t�) ! 
(t�)íåïðåðûâíî îáðàòèì, (I��)�1 ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì. Çäåñü I � òîæ-äåñòâåííûé îïåðàòîð â H1 = H1((0; t�); Rn):
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ îïåðàòîð (I��) îïðåäåëåí íà ìíî-æåñòâå 
(t�) è îòîáðàæàåò åãî â 
(t�): Ðàññìîòðèì òåïåðü â 
(t�)óðàâíåíèå (I��)(x(�)) = �(�) 2 
(t�): Ïîëîæèì â (43) �(t) = _�(t) ï. â.Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 2 îïåðàòîð (I��)�1 : 
(t�)! 
(t�) ñóùåñòâóåò.Èç kx1(�)� x2(�)kH1 � qkx1(�)� x2(�)kH1 + k�1(�)� �2(�)kH1
ïîëó÷àåì kx1(�)�x2(�)kH1 � (1�q)�1k�1(�)��2(�)kH1 ; îòêóäà ñëåäóåòíåïðåðûâíîñòü (I � �)�1 íà 
(t�): Â êà÷åñòâå êîíñòàíòû Ëèïøèöàìîæíî âçÿòü (1� q)�1:Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êàê �; òàê è I�� íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðà-òîðàìè â ñèëó íåëèíåéíîñòè ìíîæåñòâà ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ 
(t�) ïðèx0 6= 0. 2

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ îáùåãî ñëó÷àÿ.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü â (39) B < 1. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì t� ðå-øåíèå ï. â. íà [0; t�] óðàâíåíèÿ (38) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì t� < (B�2�1)1=2 è � íàñòîëüêî ìàëûìè,÷òîáû íà ìíîæåñòâå

� = f(t; x)jt 2 [0; t�]; jx� x0j � �g � [0; t0]� U
âåêòîð-ôóíêöèÿ f áûëà ëèïøèöåâîé ïî x ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîéËèïøèöà N .Ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà (I ��) ïåðåïèøåìóðàâíåíèå (38) â îïåðàòîðíîé ôîðìå (ñì.(41)):

x(�) = 	(x(�)) = (I � �)�1(x0 +�(x(�))): (46)
Åñëè x(�) 2Mc = fx(�) 2 C([0; t�]; Rn)j jx(t)�x0j � �g; òî x0+�(x(�)) 2
(t�) è ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà (I � �)�1 ïðàâîìåðíî.
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x(0)(�) = x0;x(k+1)(�) = (I � �)�1(x0 +�(x(k)(�))); (47)
ò. å. x(k+1)(�) = x0+�(x(k)(�))+�(x(k+1)(�)); k � 0: Íàïîìíèì,÷òî x0� âåêòîð èëè âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t) � x0 â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà.×òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(k)(�) áûëà îïðåäåëåíà êîððåêòíî, äî-êàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì t� èç x(�) 2 Mc ñëåäóåò y(�) =	(x(�)) 2Mc: Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïîñòðîåíèþ y(�) 2 
(t�)) y(�) 2 H1,y(0) = x0 ) y 2 C, ãäå H1 = H1((0; t�); Rn), C = C([0; t�]; Rn). Äàëåå:

y(t) = x0 +
Z t
0 f(�; x(�))d � + Z t

0 `(�; y� (�))d ��
�Z t

0 `(�; x0)d � +
Z t
0 `(�; x0)d � )

) ky(�)� x0kC � t�f̂ + t1=2� Bky(�)� x0kH1 + ^̀�
� t�f̂ + t1=2� B(ky(�)� x0kL2 + k _y(�)kL2) + ^̀�
� t�f̂ + t�Bky(�)� x0kC + t1=2� Bk _y(�)kL2 + ^̀;

f̂ = max� jf j; ^̀= Z t�
0 j`(�; x0)jd �;

ky(�)� x0kC � (1� t�B)�1(t�f̂ + ^̀+ t1=2� Bk _y(�)kL2); (48)
k _y(�)kL2 � t1=2� f̂ +Bky(�)� x0kH1 + k`(t; x0)kL2 �

� t1=2� f̂ +Bt1=2� ky(�)� x0kC +Bk _y(�)kL2 + k`(t; x0)kL2 ;
k _y(�)kL2 � (1�B)�1(t1=2� f̂ + t1=2� Bky(�)� x0kC + k`(t; x0)kL2): (49)Çäåñü ìû äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèëè, ÷òî â (48) t�B < 1.Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü îöåíêó (49) â (48), ïîëó÷èì:

ky(�)� x0kC � (1� t�B)�1(t�B(1�B)�1f̂+
+t�B2(1�B)�1ky(�)� x0kC + t1=2� B(1�B)�1k`(t; x0)kL2 + t�f̂ + ^̀);

ky(�)� x0kC(1� (1� t�B)�1t�B2(1�B)�1) �
� (1� t�B)�1(t�B(1�B)�1f̂ + t�f̂ + ^̀+

+t1=2� B(1�B)�1k`(t; x0)kL2)
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è ky(�)� x0kC � � ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì t�.Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòèx(k)(�) â C = C([0; t�]; Rn), òî÷íåå, â Mc:

kx(k+1) � x(k)kC � Nt�kx(k) � x(k�1)kC+
+t1=2� Bkx(k+1) � x(k)kH1 � Nt�kx(k) � x(k�1)kC+
+t1=2� B(kx(k+1) � x(k)kL2 + k _x(k+1) � _x(k)kL2) �
Nt�kx(k) � x(k�1)kC + t�Bkx(k+1) � x(k)kC+

+t1=2� Bk _x(k+1) � _x(k)kL2 ;
kx(k+1) � x(k)kC � (1� t�B)�1(Nt�kx(k) � x(k�1)kC+

+t1=2� Bk _x(k+1) � _x(k)kL2);

(50)

k _x(k+1) � _x(k)kL2 � Nkx(k) � x(k�1)kL2+
+Bkx(k+1) � x(k)kH1 � t1=2� Nkx(k) � x(k�1)kC+
+t1=2� Bkx(k+1) � x(k)kC +Bk _x(k+1) � _x(k)kL2 ;
k _x(k+1) � _x(k)kL2 � (1�B)�1(t1=2� Nkx(k) � x(k�1)kC+
+t1=2� Bkx(k+1) � x(k)kC):

(51)

Èç (50), (51) ñëåäóåò
kx(k+1) � x(k)kC � (1� t�B)�1(t�Nkx(k) � x(k�1)kC+

+t1=2� B(1�B)�1[t1=2� Nkx(k) � x(k�1)kC + t1=2� Bkx(k+1) � x(k)kC ]);
kx(k+1) � x(k)kC(1� (1� t�B)�1t�B2(1�B)�1) �
� (1� t�B)�1(1 +B(1�B)�1)t�Nkx(k) � x(k�1)kC ;

ò. å. ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì t� è âñåõ k � 1
kx(k+1) � x(k)kC � qkx(k) � x(k�1)kC ; q < 1: (52)
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Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(k)(�) ñõîäèòñÿ â íîðìå C = C([0; t�]; Rn)ê íåêîòîðîé âåêòîð-ôóíêöèè x(�) 2Mc.Äàëåå, ïîñêîëüêó

k�(x(�))� �(x(k)(�))kH1 �
� kZ t

0 (f(�; x(�))� f(�; x(k)(�)))d �kL2+
+kf(t; x(t))� f(t; x(k)(t))kL2 � t1=2� (1 + t�)Nkx(�)� x(k)(�)kC ;

(53)

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x0 + �(x(k)(�)) 2 
(t�) ñõîäèòñÿ â íîðìå H1 =H1((0; t�); Rn) ê âåêòîð-ôóíêöèè x0 + �(x(�)) 2 
(t�): Ïîýòîìó â (47)ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè k ! 1: Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì (46),îòêóäà ñëåäóåò x(�) 2 H1, x(0) = x0, ò. å. x(�) 2 
(t�). Ñóùåñòâîâàíèåðåøåíèÿ äîêàçàíî.Ïðåäïîëîæèì,÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ ï. â. x(�) è y(�). Ïðèíåîáõîäèìîñòè ñíîâà óìåíüøàÿ t�, èçëîæåííûì âûøå ñïîñîáîì ïîëó-÷èì
kx(�)� y(�)kC(1� t�(B +N)) � t1=2� Bk _x(�)� _y(�)kL2 ;
k _x(�)� _y(�)kL2(1�B) � t1=2� (N +B)kx(�)� y(�)kC ;

kx(�)� y(�)kC � ~qkx(�)� y(�)kC ; ~q < 1;
~q = t�(1� t�(N +B))�1B(1�B)�1(N +B):

Â ñèëó ~q < 1 ýòè ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò íà ñîîòâåòñòâóþùåì [0; t�].Èòàê, íàéäåòñÿ íåêîòîðûé îáùèé îòðåçîê âðåìåíè [0; t�], íà êîòî-ðîì ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.Òåîðåìà äîêàçàíà. 2
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ â îáîçíà÷åíèÿõ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïðè-âåäåì îäíó îöåíêó, êîòîðàÿ ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì.Âñëåäñòâèå ëèïøèöåâîñòè îïåðàòîðà (I � �)�1 íà îáëàñòè ñâîåãîîïðåäåëåíèÿ 
(t�), èç (47) ïî àíàëîãèè ñ (53) ïîëó÷èì
kx(k+1) � x(k)kH1 � K1kx(k) � x(k�1)kC ; k � 1;K1 = const;

îòêóäà ñ ó÷åòîì îöåíîê (52) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è x(�) = limx(k)(�),
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k ! +1; ñëåäóåò
kxkH1 � t1=2� jx0j+ kx(1) � x0kH1 + kx(2) � x(1)kH1 + : : : � t1=2� jx0j+

+kx(1) � x0kH1 +K1(kx(1) � x0kC + kx(2) � x(1)kC + : : :) �
� t1=2� jx0j+ kx(1) � x0kH1 +K1(1� q)�1(kx(1) � x0kC )

) kxkH1 � t1=2� jx0j+K2kx(1) � x0kH1 : (54)
Ïðîâîäÿ íåêîòîðóþ àíàëîãèþ ñ òåîðèåé óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâè-åì, îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå íà êîíñòàíòó Ëèïøèöà ïî ïðîèçâîäíîé( òèïà B < 1 â (39)) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-ðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ñèñòåì íåéòðàëüíîãîòèïà [10].Ïðèâåäåì íå ïðåòåíäóþùèå íà ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðîãîñòü ðàññóæ-äåíèÿ ïî îáîñíîâàíèþ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà óñëîâèÿ B < 1 . Îáðàçíîãîâîðÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûìè ñâÿçÿìè ïðîèçâîä-íàÿ _c0; êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåÿâíûì àðãóìåíòîì äèôôóçèîííîãî ïîòî-êà ê ïîâåðõíîñòè ìåìáðàíû â ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîé ñèñòåìû (32), íåäîëæíà "çàáåãàòü âïåðåä"ïî îòíîøåíèþ ê _c0 ñëåâà. Â êîíòåêñòå ëåìì1, 2 ( ñì. (32), (33), (36), (37)) óñëîâèå (39) çàïèøåòñÿ â âèäå

kg(t)D(t)(@c1@x (t; 0)� @c2@x (t; 0))kL2(0;t�) �� Bkc01 � c02kH1(0;t�) 8t� 2 (0; t0]; c0i(0) = �c:
Ìîæíî âûáðàòü

B = max[0;t0](g(t)D(t))A3(1 + t20=4)1=2: (55)
Ñ ó÷åòîì ëèíåéíîñòè äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ (13)

kg(t)D(t)@c=@x(t; 0)kL2(0;t�) � Bkc0kH1(0;t�): (56)
Çäåñü c(t; x) 2 H1;2(Qt�) � ðåøåíèå ï. â. ñèììåòðè÷íîé êðàåâîé çàäà-÷è @c@t = D(t) @2c@x2 � a1(t)c+

Z t
0 H(t; �)c(�; x)d�;

(t; x) 2 Qt� = (0; t�)� (0; `); (57)
H(t; �) = a2(t) exp(

Z �
t a2(s)ds)a1(�);
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c0(t) = c`(t) 2 H1(0; t�);

@c@x (t; 0) = � @c@x (t; `) :: (0; t�);
c(0; x) = 0; x 2 [0; `]; c0(0) = c(0; 0) = 0:

Â çàäà÷å (57) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè ïðè÷èíîé ïîÿâëå-íèÿ äèôôóçàíòà âíóòðè ìåìáðàíû ÿâëÿåòñÿ çàäàííàÿ êîíöåíòðàöèÿc0(�) 2 H1 â ïðèïîâåðõíîñòíîì îáúåìå , à ñëåäñòâèåì � èíäóöèðî-âàííûé c0(�) äèôôóçèîííûé ïîòîê. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå B < 1 â(56) (åñëè íå çàâûøàòü t0 è A3 â (55)) íå âûãëÿäèò èñêóññòâåííûì.Äëÿ ìåòàëëîâ, èñïîëüçóåìûõ â êà÷åñòâå êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèà-ëîâ â ðåàêòîðàõ, äèôôóçèîííûé ïîòîê ìàë, õàðàêòåðíûé äèàïàçîíêîýôôèöèåíòà äèôôóçèè D(t)� 10�6 � 10�9 ñì2=ñ.Ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ êîíñòàíòà A3 íå çàâèñèò îò ôóíêöèè g(t).Ïîýòîìó ñ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ B < 1 ïðè îòíîñèòåëü-íî ìàëîì
�g = max[0;t0] g(t) = g0 exp(�Eg=Rmax[0;t0] T (t)) < g0

( ïðè èñïîëüçîâàíèè íåàððåíèóñîâñêèõ òåìïåðàòóðíûõ çàâèñèìîñòåéîñòàåòñÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî ). Èìåííî ïðè ìàëîì �g (g0) ïðèíÿòàÿ ìî-äåëü íàèáîëåå àäåêâàòíî îòðàæàåò ñèòóàöèþ , êîãäà ñóùåñòâåííûïîâåðõíîñòíûå ïðîöåññû è òîëüêî ñðàâíèòåëüíî ìàëàÿ ÷àñòü âîäî-ðîäà ïðîíèêàåò â îáúåì ìåìáðàíû. Ñ ðîñòîì çíà÷åíèé g(t) â ñèëóc0 = g(t)q0(t) äèôôóçàíò âñå ëåã÷å "ïðîòûêàåò"ïîâåðõíîñòü è ïðîöåñ-ñû íà ïîâåðõíîñòè ïåðåñòàþò áûòü ëèìèòèðóþùèìè. Â ýòîì ñëó÷àå íàãðàíè÷àùèõ ñ âàêóóìîì ïîâåðõíîñòÿõ îáû÷íî çàäàþò íóëåâûå ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà. Ïîòîê ãàçà ñ ïîâåðõíîñòè ïðàêòè÷åñêè ñòà-íîâèòñÿ íå äåñîðáöèîííûì, à äèôôóçèîííûì: J(t) = D(t)@c=@x(t; 0):Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî ôîðìàëüíî è ïðè infB � 1 (B � èç (56)) ìî-äåëü ìàòåìàòè÷åñêè íåïðîòèâîðå÷èâà � â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõïðè âàðüèðîâàíèè ïàðàìåòðîâ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ íèêàêèõ "îñîáåí-íîñòåé"íå íàáëþäàëîñü, âêëþ÷àÿ âîïðîñû ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèé.
� 4. Çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ è ïðîäîëæèìîñòüðåøåíèé
Ñëåäóþùèé âàæíûé âîïðîñ � çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îò ïàðàìåò-ðîâ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè
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îò òåìïåðàòóðû àððåíèóñîâñêîé. Íàèáîëåå ÷óâñòâèòåëüíî ðåøåíèå êèçìåíåíèþ êîýôôèöèåíòà äåñîðáöèè b(t) = b0 exp(�Eb=RT (t)), êîòî-ðûé ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì ïðè êâàäðàòå êîíöåíòðàöèè c20(t). Èññëå-äóåì çàâèñèìîñòü îò b0 ïîäðîáíåå.Çàïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó (32) â âèäå

_c0(t) = r1(t)c0(t) + b0r2(t)c20(t)+
+b0

Z t
0 R(t; �)c20(�)d� + g(t)D(t) @c@x (t; 0);

(58)

r1(t) = _g(t)=g(t) = Eg _T (t)=RT 2(t);
r2(t) = �g�1(t) exp(�Eb=RT (t));

R(t; �) = g(t)�s(t)�1 exp(�Eb=RT (�))g�2(�)
exp((� � t)=�0); c0(0) = �c:

Åñëè ôîðìàëüíî ïîëîæèòü b0 = 0 , òî ïîëó÷àåì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé:âîäîðîä êîïèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè èëè äèôôóíäèðóåò â îáúåì, íî íåäåñîðáèðóåòñÿ ñ ïîâåðõíîñòè.Ôèêñèðóåì äëÿ ñëó÷àÿ b0 = 0 îòðåçîê [0; t�], îïðåäåëÿåìûé äîêà-çàòåëüñòâîì òåîðåìû 3.
Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò � > 0 òàêîå, ÷òî îïðåäåëÿþùèå ðåøåíèåçàäà÷è ôóíêöèè c0(t; b0), c(t; x; b0) îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâåííî â [0; t�],Qt� = (0; t�) � (0; `) ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ b0 � � è àíàëèòè÷íûïî b0 :

c0(t; b0) = 1X
i=0 c0i(t)b

i0; c0i(t) 2 H1(0; t�);
c(t; x; b0) = 1X

i=0 ci(t; x)b
i0; ci(t; x) 2 H1;2(Qt�);

0 � b0 � �:
Ñõîäèìîñòü ðÿäîâ ïðè ôèêñèðîâàííîì b0 ïîíèìàåòñÿ â H1(0; t�) èH1;2(Qt�). Ïðè ýòîì ñõîäèìîñòü àáñîëþòíà, ò. å. ñõîäÿòñÿ è ìàæîðè-ðóþùèå ÷èñëîâûå ðÿäû èç íîðì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ìàëîì èçìåíåíèè b0 â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-ìû 3 ìàëîå ïðèðàùåíèå ïîëó÷èò ïðè íåîáõîäèìîñòè ëèøü êîíñòàíòà
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ËèïøèöàN . Ïîýòîìó ñóùåñòâîâàíèå c0(t; b0) íà îòðåçêå âðåìåíè [0; t�]è c(t; x; b0) â îáëàñòè Qt� äëÿ b0 � � ìîæíî ñ÷èòàòü äîêàçàííûì.Àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ äîêàæåì ïîçæå, ÷òî è ïîñëóæèòîïðàâäàíèåì ïðèâîäèìûõ íèæå ïðåîáðàçîâàíèé.Ïîäñòàâèì ôîðìàëüíûå ðÿäû äëÿ c0(t; b0) è c(t; x; b0) â (58) è ïðè-ðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ b0:

_c00(t) = r1(t)c00(t) + g(t)D(t)@c0@x (t; 0); (59)
c00(0) = �c;

_c0i(t) = r1(t)c0i(t) + g(t)D(t)@ci@x (t; 0) + fi(t); (60)
c0i(0) = 0;

fi(t) = X
k+j=i�1(r2(t)c0k(t)c0j(t) +

Z t
0 R(t; �)c0k(�)c0j(�)d�); i � 1:

Çäåñü c0(t; x) 2 H1;2(Qt�) � ðåøåíèå ï. â. íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ(13) ñ ñèììåòðè÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè
c(0; x) = �c; c0(t) = c`(t) = c00(t);@c@x (t; 0) = � @c@x (t; `) ::;

à ci(t; x) � ðåøåíèå ï. â. çàäà÷è (57) ñ c0(t) = c0i(t).Åñëè ïðèìåíÿòü òåîðåìó 3 ê óðàâíåíèÿì (60), òî ïîëó÷èì òå æåêîíñòàíòû N è B < 1, ÷òî è äëÿ íåâîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ (59). Êîí-ñòàíòà Ëèïøèöà N îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé r1(t), B � îöåíêîé (56)äëÿ çàäà÷è (57). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ c0i(t), ci(t; x) îïðåäåëåíû èïðèíàäëåæàò H1(0; t�), H1;2(Qt�) ñîîòâåòñòâåííî.Â îáîçíà÷åíèÿõ (60) èç îöåíêè (54) ïîëó÷àåì
kc0ikH1 � K2kc(1)0i kH1 :

Çäåñü c(1)0i - ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ (60), ò. å.
_c(1)0i (t) = g(t)D(t)@c(1)i@x (t; 0) + fi(t); c(1)0i (0) = 0; (61)
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c(1)i (t; x) � ðåøåíèå ï. â. çàäà÷è (57) ñ c0(t) = c(1)0i (t). Ïîëó÷åííîå óðàâ-íåíèå (61) èìååò îáùèé âèä (42). Ìîìåíò âðåìåíè t� óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ t� < (B�2�1)1=2 òåîðåìû 2. Ïðè x0 = 0 âîçìóùåíèþ �(t) = 0â (43) ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå x(t) = 0. Ïîýòîìó èç (45) ïîëó÷àåì îöåí-êó âèäà

kc0ikH1(0;t�) � K2kc(1)0i kH1(0;t�) � K3kfikL2(0;t�); (62)
ãäå êîíñòàíòà K3 íå çàâèñèò îò íîìåðà i è ôóíêöèé fi(t).Äëÿ íîìåðà i = 1 ïîëó÷àåì kc01kH1 � K4kc00k2H1 . Êîíñòàíòà K4îïðåäåëÿåòñÿ t�, K3, kr2kC , kRkC . Ïî èíäóêöèè äîêàçûâàþòñÿ îöåíêè

kc0ikH1(0;t�) � Ki4kc00ki+1H1(0;t�):
Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä P1i=0 c0i(t)zi ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t 2 [0; t�]äëÿ êîìïëåêñíûõ z â êðóãå jzj � �, � < K�14 kc00k�1H1 . Ïðè ôèêñèðîâàí-íîì âåùåñòâåííîì z = b0 ðÿä ñõîäèòñÿ â H1(0; t�) , ïðè÷åì àáñîëþòíî.Îñòàåòñÿ äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ðÿäà, ôîðìàëüíîïðåäñòàâëÿþùåãî c(t; x; b0).Â ñèëó òåîðåìû 1 äëÿ ðåøåíèÿ ci(t; x) çàäà÷è (57) ñ c0(t) = c0i(t)ñïðàâåäëèâà îöåíêà

kcikH1;2(Qt� ) � K5kc0ikH1(0;t�)
ñ íåçàâèñÿùåé îò i, c0i 2 H1(0; t�) (c0i(0) = 0) êîíñòàíòîé K5. Ïî-ýòîìó ðÿäP1i=0 ci(t; x)bi0 àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â H1;2(Qt�) ê íåêîòîðîéôóíêöèè c(t; x; b0), êîòîðàÿ ïî ïîñòðîåíèþ ci(t; x) ÿâëÿåòñÿ â ïàðå ñc0(t; b0) ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðè 0 � b0 � �. Òåîðåìàäîêàçàíà. 2

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèáëèæåííîãî ïîñòðî-åíèÿ c(t; x) ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷.Ïåðåéäåì ê âîïðîñó î ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèé. Èçâåñòíî, ÷òî óæåâ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ñ êâàäðàòè÷íîé íåëè-íåéíîñòüþ âîçìîæåí óõîä ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå âðå-ìÿ. Ðåàëüíà òàêàÿ ñèòóàöèÿ è â èñïîëüçóåìîé ìîäåëè ïðè îòñóòñòâèèîãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû. Ïîýòîìó îáðàòèìñÿ ê ôèçè÷åñêîìó ñìûñ-ëó ñëàãàåìûõ â (16). Ïåðâîå èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòèóðàâíåíèÿ (16) â óñëîâèÿõ âàêóóìèðîâàíèÿ êàìåðû çíà÷èòåëüíî ìåíü-øå äåñîðáöèîííîãî ïîòîêà J(t) = b(t)q20(t) � ëèøü ìàëàÿ ÷àñòü âîäî-ðîäà, äåñîðáèðîâàâøåãîñÿ ñ ïîâåðõíîñòè , âåðíåòñÿ îáðàòíî íà ïî-âåðõíîñòü. Ïðè ôèçè÷åñêè îñìûñëåííûõ íàáîðàõ ïàðàìåòðîâ ñóììà
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ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ â (16) îòðèöàòåëüíà. Íàèõóäøèé â ñìûñëåíàêîïëåíèÿ âîäîðîäà íà ïîâåðõíîñòè âàðèàíò ñâÿçàí ñ îòñóòñòâèåìäåñîðáöèîííîãî îòòîêà (b0 = 0). Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èñêëþ-÷åí óõîä ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòü. Ïðè b0 > 0 êîëè÷åñòâî âîäîðîäàâ ìåìáðàíå ëèøü óìåíüøàåòñÿ (ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ÒÄÑ).
Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0 > 0 â îöåíêå(56) B < 1 8t� 2 (0; t0] íåçàâèñèìî îò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîéðåàëèçàöèè T (t) 2 [T�; T+] . Ïî ñëåäñòâèþ 3 èç òåîðåìû 1 ïðè âûáîðåB ïî ôîðìóëå (55) ýòî ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíåíî ïðè îòíîñèòåëüíîìàëîì g+ = g0 exp(�Eg=RT+). Òîãäà äëÿ b0 = 0 ðåøåíèå ï. â. c0(t),c(t; x) óðàâíåíèÿ (58) (çàäà÷è (13)-(17)) ïðîäîëæèìî íà [0;+1), ò. å.c(t; x) 2 H1;2(Qt�); c0(t) = c(t; 0) 2 H1(0; t�) 8t� < +1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Êîíñòàíòà Ëèï-øèöà N äëÿ óðàâíåíèÿ (58) (b0 = 0) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôóíêöèè r1(t),è åå ìîæíî âçÿòü çàâèñÿùåé òîëüêî îò T�, T+ 8t� 2 (0; t0]. Âûáå-ðåì òåïåðü îòðåçîê [0; t�], îïðåäåëåííûé äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 3,äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèå c0(t), c(t; x) (c0(t) = c(t; 0)) ñóùåñòâóåò è åäèí-ñòâåííî . Ôóíêöèÿ c(t; x) 2 H1;2(Qt�) äëÿ îáëàñòè Qt� , óäîâëåòâîðÿ-þùåé ñèëüíîìó óñëîâèþ `-ðîãà [12], ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà â Qt�è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ íà çàìûêàíèå �Qt� . Áî-ëåå òîãî, åñëè ôèêñèðîâàòü c0(t), ïðîäåëàòü çàìåíû ïåðåìåííûõ (21),(23) è ñ÷èòàòü èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè âèäà (24) èçâåñò-íîé ôóíêöèåé èç L2(Qs�), òî âñëåäñòâèå òåîðåìû 2.1[8,ñ.158] ïîëó÷àåìc(t; �) 2 H1(0; `) 8t 2 [0; t�], ïðè÷åì c(t; �) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t âíîðìå H1(0; `). Ïîñêîëüêó çàäà÷à ñèììåòðè÷íà ( â ñìûñëå ñëåäñòâèÿ1 èç òåîðåìû 1), òî c(t; x) = c(t; ` � x), z(t; x) = z(t; ` � x) â �Qt� . Ïå-ðåíåñåì íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè â t� � " (" > 0 � äîñòàòî÷íî ìàëî) èïîâòîðèì äëÿ �c(x) = c(t� � "; x), �z(x) = z(t� � "; x) ïðèâåäåííûå âûøåïîñòðîåíèÿ, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò êîíêðåòèçàöèè ñèììåòðè÷íûõ íà-÷àëüíûõ äàííûõ �c(x), �z(x) 2 H1(0; `) (âìåñòî êîíñòàíò �c, �z). Â îáëàñòè(t��"; t�)�(0; `) ðåøåíèÿ ñîâïàäóò, ÷òî â ñèëó [9,ãë.3,$ 3] îçíà÷àåò âîç-ìîæíîñòü ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (b0 = 0) íàîòðåçîê âðåìåíè [0; 2t�� "] . Òàêèì ñïîñîáîì ïðîäîëæàåì ðåøåíèå íà[0;+1) (8t� < +1 c(t; x) 2 H1;2(Qt�), c0(t) = c(t; 0) 2 H1(0; t�)), ïî-ñêîëüêó äëèíà îòðåçêà ïðîäîëæåíèÿ íà êàæäîì øàãå íå èçìåíÿåòñÿ.Òåîðåìà äîêàçàíà. 2

� 5. Ìåòîä ïðîíèöàåìîñòè. Çàêëþ÷èòåëüíûå
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çàìå÷àíèÿ

Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà ìîäèôèêàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè-ìåíèòåëüíî ê ìåòîäó ïðîíèöàåìîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëüíûå äàí-íûå �z(x) =  (x), �c(x) = '(x) â (13), (14) (âìåñòî êîíñòàíò �z, �c) îïðå-äåëÿþòñÿ íà÷àëüíûì íàñûùåíèåì ìåìáðàíû âîäîðîäîì è íå ÿâëÿ-þòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñèììåòðè÷íûìè. Óñëîâèå (15) îòñóòñòâóåò, íîê èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà (16) (ñëåäñòâèå (5) -(7)) äëÿ âõîäíîé ñòîðîíû ìåìáðàíû (x = `, g(T (0))q`(0) = �c(`)) äîáà-âèòñÿ àíàëîãè÷íîå äëÿ x = 0 (ñì.(5)), â êîòîðîì èíòåãðàëüíîå ñëàãà-åìîå çàìåíåíî íà çàäàííóþ ôóíêöèþ âðåìåíè �sp0(t), g(T (0))q0(0) =�c(0). Îöåíêà (31) îñòàåòñÿ â ñèëå, âìåñòî äâóõ óðàâíåíèé (32) ïîëó÷èìñèñòåìó äëÿ òðåõ ïåðåìåííûõ c0(t), c`(t), w(t):
_c0(t) = g�1(t) _g(t)c0(t)� b(t)g�1(t)c20(t)++g(t)D(t)@c=@x(t; 0) + g(t)�s(t)p0(t);_c`(t) = g�1(t) _g(t)c`(t)� b(t)g�1(t)c2̀(t)�

�g(t)D(t)@c=@x(t; `) + g(t)�s(t)�1 exp(�t=�0)w(t);_w(t) = b(t)g�2(t) exp(t=�0)c2̀(t);c0(0) = �c(0); c`(0) = �c(`); w(0) = 0:
Âìåñòî îïåðàòîðîâ F , G â (33) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì

F (c0; c`)(t; x) = c(t; x); G0;`(u)(t) = @u@x jx=0;`;

 = fĉ = (c0; c`) 2 H1(0; t�)�H1(0; t�)j c0(0) = '(0); c`(0) = '(`)g;

ĜF = (G0F;G`F ) : 
! L2((0; t�); R2):
Òîãäà (ñì.(36), (37))

kĜF (ĉ1)� ĜF (ĉ2)kL2((0;t�);R2) � Â3kĉ1 � ĉ2kH1((0;t�);R2);
ãäå êîíñòàíòó Â3 ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâèñÿùåé îò t� 2 (0; t0], ĉi 2 
(t�),T (�) 2 C1[0; t�], T (t) 2 [T�; T+]:Ðåøåíèå ï. â. c(t; x) 2 H1;2(Qt�) êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ìåòîäà ïðîíè-öàåìîñòè ïðè ìàëûõ t� ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, ïîñêîëüêó òåîðåìû2, 3 äîêàçàíû â âåêòîðíîì âàðèàíòå. Ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå B̂ < 1èìååò àíàëîãè÷íûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë è, â ÷àñòíîñòè, âûïîëíÿåòñÿïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîì g+ = g(T+).
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Òåîðåìû 4, 5 íåòðóäíî ïåðåôðàçèðîâàòü íà ñëó÷àé äâóõ óðàâíåíèéâèäà (58) äëÿ c0(t) è c`(t), â îäíîì èç êîòîðûõ èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîåçàìåíåíî íà ðåãóëèðóåìóþ ýêñïåðèìåíòàòîðîì îãðàíè÷åííóþ íåïðå-ðûâíóþ ôóíêöèþ âðåìåíè �s(t)p0(t), p0(t) 2 [p�; p+], p� � 0, p+ <1:Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå ê ìåòîäó ïðîíèöàåìîñòè íèêàêèõ äî-ïîëíèòåëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé íå ïîÿâëÿåòñÿ.Äëÿ ãðóáîé îðèåíòèðîâêè ïðèâåäåì äèàïàçîí îñíîâíûõ ïàðàìåò-ðîâ, êîòîðûé ó÷èòûâàëñÿ ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ìåòîäà ïðî-íèöàåìîñòè:

p0 � 0:1� 5 ; D � 10�9 � 10�32=; g � 10� 104�1;
s � 10�7 � 10�1; b � 10�20 � 10�102=; ai � 10�6 � 10�1�1;

� = 1:46 � 1021=2 :
Ïðè p0(t) =const êðèâàÿ ïðîíèöàåìîñòè (âûõîäíîãî äåñîðáöèîííî-ãî ïîòîêà J(t)) âîçðàñòàåò, à çàòåì àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ êãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé. Ïðè ñòóïåí÷àòîì p0 = �p0 + (�1)i�p (t 2[i�t; (i+ 1)�t]) ïîòîê ñî âðåìåíåì âõîäèò â ðåæèì ñòàöèîíàðíûõ êî-ëåáàíèé. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàìè.Îòìåòèì ñëåäóþùóþ îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñ äèíà-ìè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ðåøåíèå äëÿ t > 0 îäíîçíà÷íî îïðå-äåëÿåòñÿ òîëüêî íà÷àëüíûìè äàííûìè c(0; x) = '(x), z(0; x) =  (x).Ïðè ' ,  2 H1(0; `) è ôèêñèðîâàííîì t > 0 âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿc(t; �), z(t; �) 2 H1(0; `). Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ïðèíÿòü ïðîñòðàíñòâîH1(0; `) � H1(0; `) íà÷àëüíûõ ôóíêöèé ' ,  â êà÷åñòâå ôàçîâîãî. Âñèëó äîêàçàííîé (â óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ ) åäèíñòâåííîñòè ðåøå-íèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ìåòîäîâ ÒÄÑ è ïðîíèöàåìîñòè ïîëóãðóïïîâîå(t � 0) ñâîéñòâî ïî âðåìåíè çäåñü âûïîëíåíî. Èíûìè ñëîâàìè, ïîëó-÷àåì íåëèíåéíûå ïîëóäèíàìè÷åñêèå (îïðåäåëåíû òîëüêî äëÿ t � 0 )ñèñòåìû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå H1(0; `) �H1(0; `). Â ñëó÷àå íåïðî-äîëæèìîñòè íà [0;+1) � ëîêàëüíûå, åñëè íå ó÷èòûâàòü ôèçè÷åñêèîïðàâäàííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû.Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü (1) - (8) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùåé, à ååêà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå êàê íåëèíåéíîé ïîëóäèíàìè÷åñêîé ñèñòå-ìû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H1 � H1 ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ è ñ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.Â çàêëþ÷åíèå àâòîð õîòåë áû âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü È.Å. Ãàáè-ñó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ñîäåðæàòåëüíûå îáñóæäåíèÿ ôèçè÷åñêîãîñìûñëà ìîäåëè.
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R�esum�e

Mathematical justi�cation of di�usion model with reversible trappingand dynamical boundary conditions is given. The dynamical boundaryconditions are determined taking into account adsorption - desorptionprocesses on surface.Solvability problem of model equations is reduced to consideratoin ofsome class of functional-di�erentional equations similar to neutral typesystems. The model is a signi�cant example of semidynamical system inHilbert spaces.
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